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1  ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАНЯТИЯ 

1.1  Темы практических занятий 

1 Теория напряженно-деформированного состояния в точке.

2 Основные уравнения теории упругости. 

3 Плоская задача теории упругости в декартовых координатах. 

4 Плоская задача теории упругости в полярных координатах. 

5 Изгиб прямоугольных и круглых пластин. 

6 Вариационные методы решения задач теории упругости. 

7 Решение задач теории упругости методом конечных элементов – консуль-

тации по решению индивидуальных задач. 

8 Основы теории пластичности и ползучести. 

1.2  Теория напряженно-деформированного состояния в точке 

П р и м е р  1. Пусть на видимых площадках элемента в форме паралле-

лепипеда действуют нормальные и касательные напряжения, показанные на ри-

сунке. Требуется дополнить недостающие напряжения и обозначить их, уста-

новить их знаки и записать тензор напряжений. 

Рис. 27. Напряжения на площадках элемента 

в форме параллелепипеда 

Запишем тензор напряжений 
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П р и м е р  2.  Найти нормальное и касательное напряжения на наклон-

ной площадке, если известны ее направляющие косинусы и тензор напряжений 

в окрестности исследуемой точки деформируемого тела. 
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Найдем проекции полного напряжения на координатные оси 
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Вычислим полное напряжение на наклонной площадке         

2 2 2 2 2 236,07 119,97 149,35 194,93МПа.x y zp p p p         

Вычислим нормальное напряжение на наклонной площадке 

1 1 1
36,07 119,97 149,35 189,60МПа.
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Вычислим касательное напряжение на наклонной площадке 

2 2 2 2194,93 189,60 45,27МПа.p       

П р и м е р  3. Пусть длинный стержень переменного сечения, показан-

ный на рисунке 28, растянут силой F. Доказать, что в поперечных сечениях 

стержня появляются не только нормальные напряжения, но также и касатель-

ные напряжения, нормальные и касательные напряжения в продольных сечени-

ях стержня. Найти их значения, если площадь поперечного сечения равна A. 



 

сосредоточенной силой 

Рис. 28. Стержень переменной жесткости, загруженный  

Полагаем, что нормальные напряжения распределяются по площади се-

чения равномерно. Тогда по формуле сопротивления материалов нормальное 

напряжение в поперечном сечении равно 
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Запишем уравнения, выражающие условия на границе стержня, учитывая, 

что имеет место плоское напряженное состояние, а на поверхности стержня 

нагрузка отсутствует.          
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Значения направляющих косинусов выразим через угол . 
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Из второго уравнения граничных условий выразим касательное напряже-
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Из первого уравнения выразим нормальное напряжение x
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Утверждение доказано. Значение напряжений найдено. 
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1.3. Основные уравнения теории упругости 

 

П р и м е р  4. В консольной балке, показанной на рисунке, составить вы-

ражения для напряжений x и xy yx   , исходя из формул сопротивления ма-

териалов. Получить функцию для напряжения y , применив для этого диффе-

ренциальные уравнения равновесия (уравнения Навье).      

Рис.29. Консольная балка, загруженная распределенной нагрузкой 
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Очевидно, что функция правильно описывает закон изменения нагрузки.

 Составим функцию для поперечной силы  yQ x в произвольном сечении 

балки 
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Используя решение, полученное в сопротивлении материалов, составим 

функцию для нормального напряжения  ,x x y . Предварительно запишем вы-

ражение для осевого момента инерции поперечного сечения относительно цен-

тральной оси Z.  
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Используя формулу Журавского, составим функцию для касательных 

напряжений xy и yx

       

0

2 2 2 2

1

2 2 2 2 4 2 2 2 4

1 1 1 1
2 2 2 4 2 4 ;

2 4 8 8

z

h h h h y h y h
S y b y y y y y

h y y h yh h y yh h y

          
                     
          

         

   

   
0 2 2

2 2 2 2

3 3

1 12 3
4 4 .

2 8 4

y z
xy yx

x

Q S qx qx
h y h y

J b l h h l
        

Функцию нормального напряжения  ,y x y определим, используя диф-

ференциальные уравнения равновесия (уравнения Навье) 
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Из второго уравнения равновесия выразим частную производную нор-

мального напряжения y
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Разделим дифференциалы и получим 
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Проинтегрируем по y , учитывая, что появится постоянная интегрирова-

ния (функция от x ) 
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Функцию  f x следует определить по граничным условиям на верхней и 

на нижней поверхностях балки. На верхней поверхности балки  

,
2
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. Воспользуемся этим и найдем функцию  ,f x y . Вначале вы-

числим интеграл при 2y h 
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Тогда условие по верхнему краю балки запишется так 
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Отсюда имеем 

 
2

qx
f x

l
  . 

Значит, нормальное напряжение  ,x y будет выражаться функцией  
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Проверим выполнение граничных условий на верхнем и нижнем краях 

балки. 
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На нижнем краю балки 2y h 
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Очевидно, что оба граничных условия выполняются. Следовательно, за-

дача решена. 

П р и м е р  5. Определить полную удельную потенциальную энергию, 

удельную энергию изменения объем и удельную энергию изменения формы, 

если известен тензор напряжений 
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Принять значения модуля упругости и коэффициента Пуассона, соответ-

ственно, равными 200ГПаE  и ν 0,3 . 

Так как в тензоре напряжений имеется один нулевой столбец и одна ну-

левая строка, материал в окрестности исследуемой точки испытывает плоское 

напряженное состояние. 

Определим модуль сдвига 
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Используя закон Гука, вычислим деформации 
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Вычислим удельную полную потенциальную энергию 
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Вычислим удельную потенциальную энергию изменения объема 
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Вычислим удельную потенциальную энергию изменения формы 
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П р и м е р  6. Пусть в окрестности внутренней точки деформируемого 

тела задан тензор напряжений 

σ τ τ 140 80 60

τ σ τ 80 120 70 ,МПа

60 70 90τ τ σ

x xy xz

yx y yz

zx zy z

T

    
       
     

. 

Учитывая закон Гука, вычислить деформации и записать тензор дефор-

маций. Принять модуль упругости и коэффициент Пуассона, соответственно, 

равными 200ГПаE  и ν 0,3 . 

Так как в тензоре напряжений нет нулевых строк и столбцов, то есть в 

элементе, вырезанном в окрестности исследуемой точки, нет площадок свобод-

ных от напряжений, то материал испытывает объемное напряженное состояние. 

Определим модуль сдвига 

   

200
76,92 ГПа.

2 1 ν 2 1 0,3

E
G   

 

 

По закону Гука вычислим деформации 

   

   

   

6 3

9

6 3

9

6 3

9

1 1
ε σ ν σ σ 140 0,3 120 90 10 1,015 10 ;

200 10

1 1
ε σ ν σ σ 120 0,3 90 140 10 0,675 10 ;

200 10

1 1
ε σ ν σ σ 90 0,3 140 120 10 0,480 10 ;

200 10

x x y z

y y z x

z z x y

E

E

E







               

            


              



 

6
3

9

6
3

9

6
3

9

τ 80 10
γ 1,040 10 ;

76,92 10

τ 70 10
γ 0,910 10 ;

76,92 10

τ 60 10
γ 0,780 10 .

76,92 10

xy
xy

yz
yz

zx
zx

G

G

G








   




   



 
    



Запишем тензор деформаций 

3
ε

1 1
ε γ γ

2 2 1,015 0,520 0,390
1 1
γ ε γ 0,520 0,675 0,455 10

2 2
0,390 0,455 0,480

1 1
γ γ ε

2 2

x xy xz

yx y yz

zx zy z

T 

 
 

   
    
  
    

 
  

. 

П р и м е р   7. Пусть в окрестности внутренней точки деформируемого 

тела задан тензор деформаций 

3
ε

1 1
ε γ γ

2 2 0,65 0,45 0,75
1 1
γ ε γ 0,45 0,84 0,32 10

2 2
0,75 0,32 0,96

1 1
γ γ ε

2 2

x xy xz

yx y yz

zx zy z

T 

 
 

  
     
  
    

 
  

. 

Учитывая, что материал тела деформируется по закону Гука, вычислить 

напряжения и записать тензор напряжений. Принять модуль упругости и коэф-

фициент Пуассона, соответственно, равными 200ГПаE  и ν 0,3 .           

Вычислим модуль сдвига, коэффициент Ляме и относительную объемную 

деформацию в окрестности рассматриваемой точки 

   

200
76,92 ГПа;

2 1 ν 2 1 0,3

E
G   

 

2ν 2 0,3 76,92
115,38ГПа;

1 2ν 1 2 0,3

G  
   

  

  3 3θ ε ε ε 0,65 0,84 0,96 10 0,77 10 .x y z
         



 

По закону Гука вычислим напряжения 

9 3 9 3σ 2 ε λθ 2 76,92 10 0,65 10 115,38 10 0,77 10 188,84МПа;x xG             

 9 3 9 3
yσ 2 ε λθ 2 76,92 10 0,84 10 115,38 10 0,77 10

40,38МПа;

yG              

 

9 3 9 3
zσ 2 ε λθ 2 76,92 10 0,96 10 115,38 10 0,77 10 236,53МПа;zG             

 9 3τ γ 76,92 10 0,45 10 2 69,23МПа;xy xyG         

9 3τ γ 76,92 10 0,32 10 2 49,23МПа;yz yzG       

9 3τ γ 76,92 10 0,75 10 2 57,69МПа.zx zxG       

Запишем тензор напряжений 

σ τ τ 188,84 69,23 57,69

τ σ τ 69,23 40,38 49,23 ,МПа

57,69 49,23 236,53τ τ σ

x xy xz

yx y yz

zx zy z

T

   
         
     

1.4. Плоская задача теории упругости в декартовых координатах 

П р и м е р  8.  Пусть на площадках элементарного параллелепипеда, взятого 

в окрестности исследуемой точки деформируемого тела действуют напряжения 

xz120МПа; 100МПа; 90МПа.x z        Вычислить октаэдриче-

ские полное, нормальное и касательное напряжения. 

Запишем тензор напряжений 

120 0 90

0 0 0 ,МПа.

90 0 100

x xy xz

yx y yz

zx zy z

T

   
       
      

σ τ τ

τ σ τ

τ τ σ

Очевидно, что материал в окрестности исследуемой точки тела испыты-

вает плоское напряженное состояние, так как в тензоре напряжений одна строка 

и один столбец являются нулевыми.              

 Учитывая наличие нулевых напряжений, вычислим инварианты тензора 

напряжений 

120 100 20МПа;I
x y z     σ σ σ σ



 

 

 

2

2

120 100 0 0 90

18400 МПа ;

II       

 

2 2 2
x y y z z x xy yz zxσ σ σ +σ σ +σ σ -τ -τ -τ =

2 2 22 0.III
x y z xy yz zx x yz y zx z xy σ σ σ σ + τ τ τ -σ τ -σ τ -σ τ

Кубическое уравнение  

3 2σ σ σ σ σ σ 0I II III   

можно записать в следующем виде 

 2σ σ σ σ σ 0I II   . 

Один корень кубического уравнения равен нулю  1σ 0 . Два других 

корня определяются решением квадратного уравнения 

2 2σ σ σ σ σ 20σ 20100 0I II      ; 

 

2 2

2

σ σ 20 20
σ σ 20100 152,13МПа

2 2 2 2

I I
II

   
             

; 

 

2 2

3

σ σ 20 20
σ σ 20100 132,13МПа

2 2 2 2

I I
II

   
              

. 

Расставим индексы главных напряжений 

1 2 1σ 152,13МПа; σ 0; σ 132,13МПа;   

 

Вычислим полное октаэдрическое напряжение 

   2 2 2 2 2
1 2 3

1 1
σ σ σ 152,13 0 132,13 116,34МПа.

3 3
octp       

Вычислим нормальное октаэдрическое напряжение 

 1 2 3

1
σ σ σ σ 152,13 0 132,13 20МПа.

3
oct       

Вычислим касательное октаэдрическое напряжение 



 

2 2 2 2116,34 20 114,61МПа.oct oct octp              

П р и м е р  9. Рассмотрим пластину, загруженную по торцам двумя па-

рами сил с моментом M. 

Рис. 30. Балка, загруженная распределенной нагрузкой по торцам 

 

Из сопротивления материалов известно 

σ ; σ τ 0.x y xy

M
y

J
  

Так как напряжения σ , σ , τx y xy выражаются линейными функциями, то 

уравнение неразрывности удовлетворяются тождественно 

   
2 2

2 2
σ σ σ σ 0.x y x y

x y

 
   

 

Чтобы убедиться в пригодности решения, предложенного сопротивлени-

ем материалов, достаточно только проверить выполнение дифференциальных 

уравнений равновесия и условие на контуре пластины. Возьмем производные 

σ
0x M

y
x x J

   
  

   
; 

σ
0

y

y





; 

τ τ
0

xy yx

x y

 
 

 
. 

Подставим производные в дифференциальные уравнения равновесия 

τσ
0

xyx

x y


 

 
;  

τ σ
0

yx y

x y

 
 

 
. 

Y 

Z 

Y 

X 

l/2 l/2 

0 

C
 

C
 



 

Уравнения равновесия тождественно удовлетворяются. Следовательно, 

предложенные функции пригодны для решения задачи теории упругости. Тре-

буется уточнить граничные условия. 

Подставим условие на торце пластины. Пусть 
2

l
x   . Напряжение на 

торцах пластины согласно предложенному решению имеет вид           

σ ; σ τ τ 0.x y xy yx

M
y

J
   

То есть, по торцам пластины действуют только нормальные напряжения, 

которые распределены по высоте сечения по линейному закону. Из граничных 

условий на правом торце пластины имеем 1, 0, 0.l m n    Тогда проекции 

нагрузки на торцах пластины выражаются зависимостями 

ν σ τ 1 0 0 ;x x xy

M M
p l m y y

J J
      

ν τ σ 0 1 0 0 0.y yx yp l m      

 

Выразим продольную силу на правом торце пластины. При этом прини-

маем толщину пластины равной единице. 

2
ν 0.

2

CC C

x
CA A C C

M M M M
N p dA ydA ydy ydy y

J J J J

 

 

 
      

 
   

Очевидно, что продольная сила равна нулю. Выразим момент сил на тор-

це пластины 

2 .x
A A A

M M M
p ydA y ydA y dA J M

J J J


 
    

 
  

Аналогично получается и на правом торце пластины.

 Следовательно, решение, полученное в сопротивлении материалов, при-

годно в том случае, если по торцам пластины приложены распределенные 

нагрузки, показанные на рисунке и создающие момент M. 

П р и м е р  10. Пластинка постоянной толщины произвольного очерта-

ния равномерно сжата по наружному контуру давлением p. Доказать, что во 

всех точках пластинки касательное напряжение xy равно нулю, а нормальные 

напряжения x и  y – давлению сжатия. 



 

Вырежем элемент около произвольной точки контура пластинки. Пусть 

направляющие косинусы l и m наклонной площадки известны. Полное напря-

жение на наклонной площадке равно давлению на контур пластинки p p   . 

Найдем проекции полного напряжения 

; .x yp p l p p m    

Запишем граничные условия 

x x xy

y yx y

p l m p l m

p l m p m n

 

 

     


     

(*) 

очертания постоянной толщины 

Рис. 31. Равномерно сжатая пластинка произвольного 

Решим полученную систему уравнений, принимая в качестве неизвест-

ных напряжения , , ,x y xy yx    и учитывая, что, согласно закона парности ка-

сательных напряжений, xy yx   . 

В результате получим уравнение, содержащее касательное напряжение 

2 2m l lm p ml p       

или 

 2 2 0m l   .     (**) 

Это равенство должно выполняться при любых положениях наклонной 

площадки. При этом направляющие косинусы l и m могут принимать значения 

Y 

X Z 

Y 
P 

P 

P 

0 
0 

Y 

X 

 P= 

P x 

P y 

 x 

 y 

 yx 

 xy 

 x 



 

на отрезке  1, 1  . Учитывая соотношение направляющих косинусов для 

плоской задачи 2 2 1l m  уравнение (**) можно записать следующим образом 

 

 2 2 21 2 1 0m m m           
  

. 

При различных положениях наклонной площадки множитель 22 1m 
 

может принимать значения  на отрезке  1, 1  . Поэтому, чтобы уравнение 

(***) всегда выполнялось, требуется, чтобы 0  . То есть, 0xy yx      . 

Из первого уравнения системы (*) получим значение нормального 

напряжения x           

0 ;x xy x xl m l m p l p p             . 

Из второго уравнения системы (*) получим значение нормального напря-

жения y

П р и м е р   11 . Дана квадратная пластина и заданы функции для напря-

жений 

41
σ ;

2
x Cx y 

2 3σ ;y Cx y 

 
3 2τ τ .xy yx Cx y 

 

Требуется установить соответствующую 

нагрузку по контуру пластины.

Р е ш е н и е.  

Проверим пригодность заданных функций 

для напряжений σ ,σ ,τx y xy для задачи тео-

рии упругости. Так как функции 

σ ,σ ,τx y xy , их производные и взятые от них интегралы являются непрерывны-

ми, то уравнения Сен-Венана (уравнения неразрывности деформаций) будут 

удовлетворяться. Следует проверить, будут ли выполняться условия равнове-

сия, то есть дифференциальные уравнения равновесия (уравнения Навье). 

 Возьмем производные 

c c 

c 
c 

X 

Y 

Рис. 32. Квадратная плита 



 

3 3σ 1
4 2 ;

2

x Cx y Cx y
x


    



2 2σ
3 ;

y
Cx y

y


 



3τ
2 ;

xy
Cx y

y






2 2
τ

3 .
yx

Cx y
x






Подставим производные в уравнения Навье 

0; 0.
xy yx yx

x y x y

  
   

   

и получим 2 2 2 2 2 22 2 0; 3 3 0.Cx y Cx y Cx y Cx y     

Очевидно, что заданные функции для напряжений удовлетворяют диффе-

ренциальным уравнениям равновесия. 

 Определим нагрузки по краям пластины               

на верхнем краю пластины   , , 0, 1.C x C y C l m     

 

4 3 2 3 2 3 31
σ τ 0 1 ;

2
x x xyp l m Cx y Cx y Cx y C x         

3 2 2 3 2 3 4 2τ σ 0 1 .y yx yp m l Cx y Cx y Cx y C x          

на нижнем краю пластины   , , 0, 1.C x C y C l m       

 

4 3 2 3 2 3 31
σ τ 0 1 ;

2
x x xyp l m Cx y Cx y Cx y C x           

 3 2 2 3 2 3 4 2τ σ 0 1 .y yx yp m l Cx y Cx y Cx y C x         
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Рис. 33.  Эпюры нормальных и касательных нагрузок 

 

1.5. Плоская задача теории упругости в полярных координатах 

П р и м е р   12.  Для плоского кольца известны выражения для напряже-

ний 
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0r  . 

Проверить  выполнение условия равновесия  и 

найти нагрузку на кольцо. 

Рис. 34. Кольцо, загруженное распределенной нагрузкой 

Найдем слагаемые дифференциальных уравнений равновесия 
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Подставим в дифференциальные уравнения равновесия 
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Оба уравнения удовлетворяются тождественно. Следовательно, условия 

равновесия соблюдаются. 

 Найдем нагрузку, действующую на краях кольца. 

При  = r b
2 2

2 2 2
1 0r

a b
p

b a b

 
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При  = r a
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. 

На внутренний край кольца действует равномерно распределенная 

нагрузка –p.                     

1.6. Изгиб круглых пластин 

П р и м е р   13.  Пластинка круглого очертания и постоянной толщина 

шарнирно опирается по своему контуру и загружена равномерно распределенной 

нагрузкой. Прогиб пластины задан функцией  

                              2 45 2 3 1W C          
 

,  C const . 

Приняты: радиус пластины 2мa  ;  толщина пластины 0,2мh  ; коэффициент 

0,25  . Требуется найти функции для изгибающих моментов, поперечной си-

лы, прогибов и построить эпюры. 

Рис. 35. Шарнирно опертая пластина круглого очертания, 

загружена распределенной нагрузкой 
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Перейдем к абсолютной координате 
r

a
  . Перепишем функцию проги-

бов 
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Найдем производные 
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Проверим выполнение граничных условий на краю пластины

 Первое условие – при , 0.r a W 
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. 

Второе условие – при 0rr a M  . 

Момент в радиальной плоскости  

   

   

2 2

2 2 4

3

2 4

1
4 3 12 1

4 3 4 1 .

r

d W dW r
M D

r drdr a a

r r

r a a

    
             

    

  
     

  

После преобразования получим выражение 
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Согласно второму граничному условию, имеем 
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Условия на краю пластины выполняется. 

 Определим постоянный коэффициент C, используя дифференциальное 

уравнение изогнутой срединной поверхности пластины. 

4 3 2

4 3 2 2 3

2 1 1d W d W d W dW
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Подставим выражения для производных 
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Раскроим скобки, выполним сокращения и приведем подобные 

 24 48 12 4DC q    .          

  

В результате получим 
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Учитывая выражения для С, получим функцию прогибов 
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Составим выражение для радиального изгибающего момента rM (полу-

чено выше)      
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Составим выражение для тангенциального изгибающего момента M
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Раскроим скобки и приведем подобные. В результате получим 
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Составим выражение для поперечной силы 
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Раскроим скобки, приведем подобные и получим выражение для попе-

речно силы 
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Выразим произведение коэффициентов CD  через известные величины 
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Вычислим значения изгибающих моментов и поперечной силы в центре 

пластины, 
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Вычислим значения изгибающих моментов и поперечной силы на краю 

пластины, 
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Вычислим прогибы пластины
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Рис. 36. Эпюры прогибов, изгибающих моментов и поперечных сил 

 

Вычислим максимальные нормальные и касательные напряжения 
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1.7. Основы теории пластичности и ползучести 

П р и м е р  14.  Абсолютно жесткий стержень AC шарнирно опертый в 

точке C удерживается тремя тяжами в точках A, B и Е, составленными из шести 

стержней с одинаковой площадью поперечных сечений A. Определить 

комбинацию стержней, при которой предельная нагрузка F будет самой большой, 

если материал деформируется по диаграмме Прандтля. 

Рис. 37. Статически неопределимая система с учетом пластических 

деформаций материала тяжей 
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Р е ш е н и е. Обозначим количество стержней в тяжах , , B D E , соответ-

ственно, , ,B D En n n . Согласно условию задачи при всех комбинациях располо-

жения стержней суммарное их количество равно шести, то есть  

6B D En n n   . Система потеряет прочность, то есть способность восприни-

мать сколь угодно малую дополнительную нагрузку, если во всех тяжах напря-

жения будут равными пределу текучести σ y . Составим уравнение предельного 

равновесия заданной системы 

4 7 10 0.C y B y D y E redM n A a n A a n A a F a         

Из уравнения получим значение предельной нагрузки 

 4 7
10

y
red B D E

A
F n n n


   .              

Отсюда следует, что наибольшая нагрузка будет при наибольшем значе-

нии выражения в скобках. Составим возможные варианты расположения 

стержней в тяжах , , B D E и посчитаем выражение в скобках для каждого вари-

анта. 

Таблица 1 – Результаты расчета статически неопределимая система с учетом

пластических деформаций материала тяжей 

Вариант 
Распределение стержней по тяжам Количество

стержней 

Значение 

 4 7B D En n n Bn Dn En

1 1 2 3 6 30 

2 1 3 2 6 27 

3 2 1 3 6 27 

4 2 2 2 6 24 

5 2 3 1 6 21 

6 3 1 2 6 21 

7 3 2 1 6 18 

Очевидно, что заданная система может нести наибольшую предельную 

нагрузку при варианте распределения стержней по тяжам, обозначенным номе-

ром 1. При этом наибольшая предельная нагрузка равна 

3σred yF A .   
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2 КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ 

2.1 Индивидуальные задачи для самостоятельной работы 

На квадратную пластинку, опирающуюся на упругое основание Фусса-

Винклера, действуют четыре вертикальные силы F, приложенные к расчетным 

точкам (рис. 38), в соответствии с таблицей 3.  

Коэффициент Пуассона  = 0,25, 

размеры пластинки 9.59.5 м, ко-

эффициент жесткости основания ko

= 10 МН/м  коэффициент запаса  no

= 1.5, опасное напряжение  (предел 

текучести) y=20 МПа, размеры 

площадки нагружения 2525 см 

принимаются одинаковыми для 

всех вариантов. Другие данные вы-

бираются из таблиц 2 и 3 по шифру 

студента (заочная форма обучения) 

или по указанию преподавателя.   

Т р е б у е т с я: 

1. Изобразить конечно-элементную 

модель пластинки и все расчетные 

точки.  

2. Подготовить исходные данные и выполнить расчет пластинки по программе 

Sturm, получить карты изолиний V, Mx, My и Mxy, сделать их анализ и выводы о 

деформации пластинки и о характере распределения в ней внутренних сил 

(только для студентов очной формы обучения) 

3. В окрестности одной из точек приложения сил F  (на усмотрение студента) 

определить -  изгибающие и крутящие моменты, интенсивность давления и по-

перечные силы от местной нагрузки; вычислить нормальные и касательные 

напряжения и изобразить их эпюры. 

4. В окрестности выбранной точки (п.3) вблизи верхней поверхности пластинки 

вырезать элементарный объем показать все напряжения на его площадках, 

установить вид напряженного состояния, найти главные напряжения и положе-

ние главных площадок. 

5. Используя теорию прочности Губера-Мизеса-Генки, определить допускаемое 

значение нагрузки Fadm. 

1 2 3 

4 

0.25 м 0.25 м 

0.25 м 

4.5 м 4.5 м 

4.5 м 

4.5 м 

X 

Y 

Рис. 38. Расчетные точки приложения

нагрузки к пластинке 

7 

5 6 

8 9 

0.25 м 
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Таблица 2 – Данные к контрольной (расчетно-графической) работе 

Ва-

ри-

ант 

Модуль 

упруго-

сти 

плас-

тинки 

E, ГПа 

Тол-

щина

плас-

тинки 

t, см 

Ва-

ри-

ант 

Координаты расчетных точек 

№точки 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

X, м 0.25 4.75 9.25 0.25 4.75 9.25 0.25 4.75 9.25 

Y, м 0.25 0.25 0.25 4.75 4.75 4.75 9.25 9.25 9.25 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

1 80 18 1 F - F F F - - - - 

2 58 20 2 - F F F F - - - - 

3 44 22 3 F F - - F - F - - 

4 34 24 4 F - - F F - - - F 

5 27 26 5 - - F F F F - - - 

6 21 28 6 - - F F F - F - - 

7 17 30 7 - F - F - - F - F 

8 14 32 8 - - F - F - F - F 

9 12 34 9 - F - - F - F - F 

0 10 36 0 - F - - F - - F F 

а б 

Таблица 3 – Значение силы F, приложенной к пластинке 

Вариант 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

Сила F, кН 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 

в 

П р и м е ч а н и е. Пример выполнения самостоятельной работы приведен в    

разделе 4.7. Для проверки решения задачи преподавателям можно использовать 

учебную компьютерную программу TUP, инструкция к которой дана в п.4.7.  



 

2.1 Контрольные вопросы к зачету 

1. Какое место и значимость имеет теория упругости среди других наук меха-

ники твердого тела? 

2. Какие основные гипотезы приняты в классической теории упругости? 

3. Как обозначаются и как определяются полное, нормальное и касательное

напряжения?  

4. По каким правилам расставляются индексы и знаки напряжений?  

5. Как записывается и какие особенности имеет тензор напряжений? 

6. Что следует понимать под напряженным состоянием в точке?  

7. Какие частные случаи напряженного состояния выделяют в теории упруго-

сти и как записываются соответствующие им тензоры напряжений? 

8. Какими уравнениями выражаются условия на границе тела?  

9. Как обозначаются и как определяются направляющие косинусы площадки? 

10. Как выражаются нормальное и касательное напряжения на наклонной пло-

щадке? 

11. Какие напряжения и площадки называются главными?  

12. Как определить значения главные напряжений? 

13. Как выражаются инварианты тензора напряжений через напряжения на ко-

ординатных площадках?  

14. Как найти значения максимальных (экстремальных) касательных напряже-

ний при объемном напряженном состоянии? 

15. Какие площадки и напряжения называются октаэдрическими? 

16. Как выражаются октаэдрические напряжения через главные напряжения? 

17. Как записывается шаровой тензор напряжения и тензор-девиатор напряже-

ния? 

18. Как записывается тензор деформации?  

19. Как обозначаются и какие знаки принимаются для линейных и угловых де-

формаций? 

20. Как выражается относительная линейная деформация волокна по произ-

вольному направлению через компоненты тензора деформации? 

21. Как вычислить значения главных деформаций? 

22. Как выражаются инварианты тензора деформаций через компоненты тензо-

ра деформации? 

23. Как записывается шаровой тензор деформации и тензор-девиатор деформа-

ции? 

24. Как записывается дифференциальные уравнения равновесия (уравнения 

Наве)? 

25. Как записываются геометрические уравнения (уравнения Коши)? 

26. Как записываются и что выражают уравнения неразрывности деформаций 

(уравнения Сен-Венана)? Их физический и энергетический смысл? 

27. Как записываются физические уравнения (закон Гука) для объемного 

напряженного состояния? 

28. Как записываются закон изменения объема и закон изменения формы? 



 

29. Как формулируются гипотезы наступления предельного состояния Кулона-

Геста и Губера-Мизеса-Роша? 

30. Как формулируется решение задачи теории упругости в перемещениях?  

31. Как формулируется решение задачи теории упругости в напряжениях? 

32. Как записываются основные уравнения для плоской задачи теории упруго-

сти – плоское напряженное состояние? 

33. Как записываются основные уравнения для плоской задачи теории упруго-

сти – плоское деформированное состояние? 

34. Как получить решение плоских задач теории упругости с использованием 

функции напряжений (функции Эри)? 

35. Какие понятия и допущения приняты в теории тонких пластин? 

36. Какие классические модели грунтовых оснований применяются для расчета 

строительных сооружений? 

37. Как записывается уравнение упругой поверхности тонкой пластины. (урав-

нение Софи-Жермен)? 

38. Как выражаются внутренние силы через разрешающую функцию прогибов 

W? 

39. Как выражаются граничные условия для тонких прямоугольных пластин? 

40. Как вычисляются нормальные и касательные напряжения в тонкой пла-

стине от изгибающих моментов и поперечных сил? 

41. Как выражаются напряжения, вызванные действием местной нагрузки? 

42. Какая модель принимается для расчета тонкой пластины методом конечных 

элементов (суть метода)? 

43. Как обозначаются напряжения и деформации в полярной системе коорди-

нат? 

44. Как записываются основные уравнения теории упругости в полярной си-

стеме координат? 

45. В каких случаях используется цилиндрическая система координатных осей 

при решении задач теории упругости? 

46. Как записываются основные уравнения теории упругости в цилиндрических 

координатах? 

47. Какие понятия принимаются в теории  пластичности? 

48. Что заложено в понятиях простое нагружение и простое разгружение? 

49. Какие основные постулаты приняты в теории малых упруго пластических

деформаций А.А.Ильюшина? 

50. Как записываются основные уравнения в теории пластичности? 
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