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План
1. Введение
2. Присваивание переменным значений
3. Создание графиков

Введение
Mathcad является математическим редактором, позволяющим проводить разнообразные научные и инженерные расчеты, начиная от элементарной арифметики и заканчивая сложными реализациями численных методов. Пользователи Mathcad — это студенты, ученые, инженеры, разнообразные технические специалисты. Благодаря простоте применения, наглядности математических действий, обширной библиотеке встроенных функций и численных методов, возможности символьных вычислений, а также превосходному аппарату представления результатов (графики самых разных типов, мощных средств подготовки печатных документов и Web-страниц), Mathcad стал наиболее популярным математическим приложением. Mathcad, в отличие от большинства других современных математических приложений, построен в соответствии с принципом WYSIWYG ("What You See Is What You Get" — "что Вы видите, то и получите"). Поэтому он очень прост в использовании, в частности, из-за отсутствия необходимости сначала писать программу, реализующую те или иные математические расчеты, а потом запускать ее на исполнение. Вместо этого достаточно просто вводить математические выражения с помощью встроенного редактора формул, причем в виде, максимально приближенном к общепринятому, и тут же получать результат. Кроме того, можно изготовить на принтере печатную копию документа или создать страницу в Интернете именно в том виде, который этот документ имеет на экране компьютера при работе с Mathcad. Создатели Mathcad сделали все возможное, чтобы пользователь, не обладающий специальными знаниями в программировании (а таких большинство среди ученых и инженеров), мог в полной мере приобщиться к достижениям современной вычислительной науки и компьютерных технологий. Для эффективной работы с редактором Mathcad достаточно базовых навыков пользователя. С другой стороны, профессиональные программисты (к которым относит себя и автор этих строк) могут извлечь из Mathcad намного больше, создавая различные программные решения, существенно расширяющие возможности, непосредственно заложенные в Mathcad.
После того как Mathcad установлен на компьютере и запушен на исполнение, появляется основное окно приложения, показанное на рис. 1.1. Оно имеет ту же труктуру, что и большинство приложений Windows. Сверху вниз располагаются заголовок окна, строка меню, панели инструментов (стандартная и форматирования) и рабочий лист или рабочая область документа (worksheet). Новый документ создается автоматически при запуске Mathcad. В самой нижней части окна находится строка состояния. Не забывая о сходстве редактора Mathcad с обычными текстовыми редакторами, вы
интуитивно поймете назначение большинства кнопок на панелях инструментов. Помимо элементов управления, характерных для типичного текстового редактора, Mathcad снабжен дополнительными средствами для ввода и редактирования математических символов, одним из которых является панель инструментов Math (Математика) (рисунок 1.1). С помощью этой, а также ряда вспомогательных наборных панелей, удобно осуществлять ввод уравнений. 
[image: ]

Рисунок 1.1 – Окно Mathcad  с новым документом
Элементы интерфейса
Перечислим элементы интерфейса редактора Mathcad (рисунок 1.2):
1) указатель мыши (mouse pointer) — играет обычную для приложений Windows роль, следуя за движениями мыши;
2) курсор — обязательно находится внутри документа в одном из трех видов:
2.1) курсор ввода (crosshair) — крестик красного цвета, который отмечает
пустое место в документе, куда можно вводить текст или формулу;
2.2) линии ввода (editing lines) — горизонтальная (underline) и вертикальная (insertion line) линии синего цвета, выделяющие в тексте или формуле определенную часть;
2.3) линия ввода текста (text insertion point) — вертикальная линия, аналог линий ввода для текстовых областей.
3) местозаполнители (placeholders) — появляются внутри незавершенных
формул в местах, которые должны быть заполнены символом или оператором:
3.1) местозаполнитель символа — черный прямоугольник;
3.2) местозаполнитель оператора — черная прямоугольная рамка.
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Рисунок 1.2. Элементы интерфейса 

Упражнение 1. Расчет простого выражения

Для вычисления, например, синуса какого-нибудь угла достаточно ввести с клавиатуры выражение типа sin(1/4) =. После того как будет нажата клавиша со знаком равенства, с правой стороны выражения появится результат
[image: ]
Для того чтобы выполнить простые расчеты по формулам, проделайте следующее:
1) определите место в документе, где должно появиться выражение, щелкнув мышью в соответствующей точке документа;
2) введите, например, с клавиатуры нужное выражение. 
3) введите оператор численного вывода - знак равенства «=».


Листинг 1.1. Расчет простого выражения

[image: ]

Вычислить соотношения в соответствии с номером по списку.

Примечание. Число  вводится нажатием соответствующей кнопки на панели греческого алфавита Greek либо с панели Calculator (см. рисунок 1.3). Для ввода показателя степени необходимо нажать клавиши shift и 6. Факториал “!” вводится с клавиатуры.

	№
по списку
	Задания

	
	1
	2
	3
	4

	1
	[image: ]
	[image: ]
	1!
	log(1)

	2
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	2!
	log(2)

	3
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	3!
	log(3)

	4
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	4!
	log(4)

	5
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	5!
	log(5)

	6
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	6!
	log(6)

	7
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	7!
	log(7)

	8
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	8!
	log(8)

	9
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	9!
	log(9)

	10
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	10!
	log(10)

	11
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	11!
	log(11)

	12
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	12!
	log(12)

	13
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	13!
	log(13)

	14
	[image: ]
	[image: ]
	14!
	log(14)

	15
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	15!
	log(15)

	16
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	16!
	log(16)

	17
	[image: ]
	[image: ]
	17!
	log(17)

	18
	[image: ]
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	18!
	log(18)

	19
	[image: ]
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	19!
	log(19)


К примеру, можно ввести выражение из листинга 1.1 исключительно с помощью панели Calculator. Для этого нужно сначала нажать кнопку sin (самую первую сверху). Результат данного действия показан на рис. 1.3 (выражение в рамке). Теперь остается лишь набрать выражение 1/4 внутри скобок (в меопозаполнителе, обозначаемом черным прямоугольником). Для этого нажмите последовательно кнопки 1, — и 4 на панели Calculator и затем, на ней же, кнопку =, чтобы получить ответ (разумеется, тот же самый, что и в предыдущей строке документа).

[image: ]

Рисунок 1.3 – Использование  панели инструментов Math


Присваивание переменным значений

Чтобы присвоить переменной новое значение, например переменную х сделать равной 10:
1. Введите в желаемом месте документа имя переменной, например х.
2. Введите оператор присваивания с помощью клавиши  «:» или нажатием соответствующей кнопки Definition (Присваивание) на панели инструментов Calculator или Evaluation (Выражения), как показано на рисунке 1.4.
3. Введите в появившийся местозаполнитель новое значение переменной  (10).


[image: ]

Рисунок 1.4 – Результат  ввода оператора присваивания

Упражнение 2. Присвоить переменной «a» число равное номеру в списке, а переменной «b» число 2012. Вычислить следующие соотношения.

1) [image: ]   2) [image: ]  3)  [image: ].

Функции

Функции в Mathcad записываются в обычной для математика форме:
• f(х,...) — функция;
• f — имя функции;
• х, . . . — список переменных.
Легче всего ввести написание функции в документ при помощи клавиатуры. 

Для того чтобы определить функцию пользователя, например [image: ]
1. Введите в желаемом месте документа имя функции (f).
2. Введите левую скобку "(", имя переменной и правую скобку ")". При вводе левой скобки и запятой автоматически будут появляться соответствующие местозаполнители.
3. Введите оператор присваивания с панели инструментов или нажатием клавиши «:».
4. Введите в появившийся местозаполнитель выражение, определяющее функцию [image: ], пользуясь клавиатурой или панелями инструментов.

Листинг 1.2 Задание функции и вычисление значений этой функции

[image: ]

Аналогично может быть задана функция двух переменных (см. листинг 1.3)

Листинг 1.3 Задание функции двух переменных
[image: ]

Упражнение 3. Определить функцию [image: ], где «А» номер студента по списку и найти значение этой функции в точках х:  0, /4, /2, , 3/2, 10.

Создание графиков

В Mathcad встроено несколько различных типов графиков, которые можно разбить на две большие группы.
• Двумерные графики:
• XY (декартовый) график (XY Plot);
• полярный график (Polar Plot).
• Трехмерные графики:
• график трехмерной поверхности (Surface Plot);
• график линий уровня (Contour Plot);
• трехмерная гистограмма (3D Bar Plot);
• трехмерное множество точек (3D Scatter Plot);
• векторное поле (Vector Field Plot).

Чтобы создать график, например двумерный декартов график:
1. Поместите курсор ввода в то место документа, куда требуется вставить график.
2. Если на экране нет панели Graph (График), вызовите ее нажатием кнопки с изображением графиков на панели Math (Математика).
3. Нажмите на панели Graph (График) кнопку X-Y Plot для создания декартового графика (рисунок 1.5) или другую кнопку для иного желаемого типа графика.
4. В результате в обозначенном месте документа появится пустая область графика с одним или несколькими местозаполнителями. Введите в местозаполнители имена переменных или функций, которые должны быть изображены на графике. В случае декартова графика это два местозаполнителя данных, откладываемых по осям х и y.

[image: ]
Рисунок 1.5 – Создание декартова графика функции [image: ]

Для того чтобы построить два графика необходимо после первой функции ввести запятую, в результате чего появится местозаполнитель, в который вводится вторая функция (рисунок 1.6).

[image: ]

Рисунок 1.6 – Пример построения двух графиков

Существует способ, называемый быстрым построением графика, заключается во введении функции в один из местозаполнителей (например у оси у), а имени аргумента — в местозаполнитель у другой оси (рисунок 1.7). В результате Mathcad сам создает график функции в пределах значений аргумента, по умолчанию принятых равными от —10 до 10. Разумеется, впоследствии можно поменять диапазон значений аргумента, и график автоматически подстроится под него. 

[image: ]

Рисунок 1.7 – Быстрое построение графика

Для построения линий сетки необходимо вызвать диалоговое окно “Formatting Currently Selected X-Y Plot” двойным щелчком мыши по графику  и поставить флажки Grid line.

XY-график двух векторов

Самый простой и наглядный способ получить Декартов график — это сформировать два вектора данных, которые будут отложены вдоль осей Х и Y. Последовательность построения графика двух векторов Х и Y показана на рис. 1.8. В этом случае в местозаполнители возле осей вводятся просто имена векторов. Также допускается откладывать по осям элементы векторов, т. е. вводить в местозаполнители возле осей имена X и Y, соответственно (рис. 1.8). В результате получается график, на котором отложены точки, соответствующие парам элементов векторов, соединенные отрезками
прямых линий. Образованная ими ломаная называется рядом данных или кривой (trace). Для ввода символов «о» в узловых точках необходимо двойным щелчком мыши по графику вызвать окно форматирования графика “Formatting Currently Selected X-Y Plot”
, и перейдя на вкладку Traces из списка Symbol выбрать соответствующий символ. 

[image: ]

Рисунок 1.8 - XY-график двух векторов

На вкладке Traces диалогового окна можно также изменять
1) частоту следования символов Symbol Frequency
2) Размер символа Symbol Weight
3) Тип линии Line
4) Толщину линии Line Weight
5) Цвет линии

Упражнение 4. Построить два графика функций [image: ], [image: ], где «А» номер студента по списку, в интервале 0 < x< 2. В точках пересечения графиков ввести символы «о». Построить линии сетки.

Упражнение 5. Построить полярные (Полярные Координаты) графики следующих функций (см. пример на рисунке 1.9):


;

,
где «А» номер студента по списку.



[image: ]

Рисунок 1.9. Пример полярного графика

Упражнение 6. Построить графики поверхностей следующих функций (см. пример на рисунке 1.10)

,

,
где «А» номер студента по списку.


[image: ]
Рисунок 1.10. Пример графика поверхности
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[bookmark: _Toc325120411]Лабораторная работа №2. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ И АНИМАЦИЯ

План
1. Построение пересечение поверхностей
2. Создание анимационного клипа


Упражнение 1. Отобразить графически пересечение поверхностей   и , где N –номер варианта в списке студентов.  Матрицы для построения поверхностей задать с помощью функции CreateMesh, значения факультативных параметров не указывать.  Выполнить однотонную заливку для поверхностей, выбрав из контекстного меню команду Формат. Также из контекстного меню выбрать эффекты Туман, Освещение, Перспектива.
Упражнение 2. Используя переменную FRAME и команду Вид  Анимация, создать анимационные клипы с помощью данных приведенных в Таблице 1. 
Таблица 1

Варианты упражнения 2
	№
варианта
	Переменные и
функции
	FRAME
	Тип графика

	1 
	x := 0, 0.1 .. 30
f(x) := x + FRAME
	от 0 до 20
	График Полярные
Координаты

	2 
	i :=0 .. FRAME + 1
gi :=0.5  i  cos(i)
hi :=i  sin(i)
ki :=2  i
	от 0 до 50
	3D точечный график
границы на осях
        Min  Max
x   - 50 50
y   - 50 50
z       0  50
В метке для ввода матрицы укажите (g, h, k)

	3 
	 i :=0 .. 20      j := 0 .. 20
f(x,y) := sin(x2 + y2 + FRAME)
xi := -1.5 + 0.15  i
yj := -1.5 + 0.15  j
Mi,j := f(xi , yj)
	от 0 до 50
	График 
Поверхности 
В метке для ввода матрицы укажите M

	4 
	r := FRAME
R := 6
n := 0 .. 20          m := 0 .. 20


vn :=       wm := 
xm n := (R + r  cos(vn))  cos(wm)
ym n := (R + r cos(vn))  sin(wm)
zm n:= r  sin(vn)
	от 0 до 20
	График
Поверхности
 (границы на всех осях установить 
от -11 до 11)
В метке для ввода матрицы укажите 
(x, y, z)


Контрольные вопросы
1. С помощью какого оператора можно вычислить выражение?
2. Как вставить текстовую область в документ Mathcad?
3. Чем отличается глобальное и локальное определение переменных? С помощью каких операторов определяются?
4. Как изменить формат чисел для всего документа?
5. Как изменить формат чисел для отдельного выражения?
6. Какие системные (предопределенные) переменные Вам известны? Как узнать их значение? Как изменить их значение?
7. Какие виды функций в Mathcad Вам известны?
8. Как вставить встроенную функцию в документ Mathcad?
9. С помощью каких операторов можно вычислить интегралы, производные, суммы и произведения?
10. Как определить дискретные переменные с произвольным шагом? Какой шаг по умолчанию?
11. Как определить индексированную переменную?
12. Какие виды массивов в Mathcad Вам известны?
13. Какая системная переменная определяет нижнюю границу индексации элементов массива?
14. Опишите способы создания массивов в Mathcad.
15. Как просмотреть содержимое массива, определенного через дискретный аргумент?
16. Как построить графики: поверхности; полярный; декартовый?
17. Как построить несколько графиков в одной системе координат?
18. Как изменить масштаб графика?
19. Как определить координату точки на графике?
20. Как построить гистограмму?
21. Какие функции используются для построения трехмерных графиков?
22. Как создать анимацию в Mathcad?
23. Какое расширение имеют сохраненные файлы анимаций?

[bookmark: _Toc325120412]Лабораторная работа №3. МАТРИЧНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ В СРЕДЕ MATHCAD

План
1. Основные операции с матрицами
2. Загрузка данных из внешнего файла

Основные операции с матрицами располагаются на панели Matrix (рис. 1).

[image: ]

Рис. 1. Панель матрицы

Для создания матрицы необходимо нажать кнопку [image: ] на панели Matrix, в результате чего появится окно Insert Matrix (Вставка матрицы), приведенное на рис. 2.

[image: ]
Рис. 2. Окно Insert Matrix

В окне Insert Matrix необходимо ввести количество строк (Rows) и количество столбцов (Columns). Панель Matrix содержит следующие операторы (рис. 3):

[image: матрицы]

Рис. 3.Назначение операторов на панели matrix
· Нижний индекс (Subscript) – позволяет обратиться к элементу матрицы (вектора) по его индексам (индексу),
· Обращение (Inverse) – позволяет найти обратную матрицу, если определитель матрицы не равен 0,
· Определитель (Determinant) – вычисляет определитель квадратной матрицы,
· Ранжированная переменная (Rang Variable) – позволяет создать ранжированную переменную с заданным шагом, например 0,1,2,3
· Рисунок (Picture) – позволяет визуализировать матрицу в виде рисунка,
· Транспонирование (Transpose) – транспонирование матрицы,
· Сумма элементов вектора (Vector Sum) – вычисление суммы элементов вектора,
· Векторное произведение (Cross Product) – вычисление векторного произведения векторов,
· Скалярное произведение (Cross Product) – вычисление скалярного произведения векторов,
· Столбец матрицы (Matrix Column) – позволяет вывести столбец матрицы,
· Векторизация (Vectorize) – применяется для расчета функций от матрицы.

Примеры применения команд приведены в таблице  1.

Таблица 1.

	[image: ]
	Задана матрица А

	[image: ]
	Вывод элемента (1,1) матрицы А.
Внимание! Начальная индексация элементов матриц и векторов 0.

	[image: ]
	Вычислена обратная матрица.

	[image: ]


	Вычислен определитель

	[image: ]

	Вычислена транспонированная матрица.

	[image: ]

	Извлечен нулевой столбец матрицы

	[image: ]

	Вычислен синус от каждого элемента матрицы.
Внимание! Применена операция векторизации.




Упражнение 1. Создать матрицу А (по вариантам). Выполнить следующие операции:
а) Вывести верхний левый элемент.
б) Нижний правый элемент.
в) Вычислить обратную матрицу.
г) Найти определитель матрицы.
д) Найти транспонированную матрицу.
е) Извлечь первый столбец (начальная индексация 0).
ё) Вычислить косинус от каждого элемента матрицы.

	№ Варианта 
	Матрица

	1
	[image: ]


	2
	[image: ]


	3
	[image: ]


	4
	[image: ]


	5
	[image: ]


	6
	[image: ]


	7
	[image: ]


	8
	[image: ]


	9
	[image: ]


	10
	[image: ]


	11
	[image: ]


	12
	[image: ]


	13
	[image: ]


	14
	[image: ]


	15
	[image: ]


	16
	[image: ]


	17
	
[image: ]

	18
	[image: ]

	19
	[image: ]

	20
	[image: ]




Пример применения операций с векторами приведен на рис. 4.
Заданы два вектора:

[image: ]
Вычислено скалярное произведение 
[image: ]
Вычислен модуль вектора
[image: ]
Найден косинус угла между векторами. 
[image: ]
Здесь модуль вектора задается при помощи кнопки Absolute value (абсолютное значение)  на панели Calculator (Калькулятор).
Вычислено векторное произведение
[image: ]
Найдены суммы элементов векторов
[image: ]

Рис. 4. Примеры операций с векторами

Упражнение 2. Создать два вектора и вычислить скалярное и векторное произведение.
Найти сумму элементов вектора а. Найти модули векторов и угол между векторами.

	№ Варианта 
	Векторы

	1
	[image: ]     [image: ]


	2
	[image: ]      [image: ]


	3
	[image: ]     [image: ]


	4
	[image: ]    [image: ]


	5
	[image: ]   [image: ]


	6
	[image: ]  [image: ]


	7
	[image: ]  [image: ]


	8
	[image: ]   [image: ]


	9
	[image: ]  [image: ]


	10
	[image: ] [image: ]


	11
	[image: ]    [image: ]


	12
	[image: ]   [image: ]


	13
	[image: ]  [image: ]


	14
	[image: ]  [image: ]


	15
	[image: ]   [image: ]


	16
	[image: ]  [image: ]


	17
	[image: ]    [image: ]


	18
	[image: ]   [image: ]


	19
	[image: ]  [image: ]


	20
	[image: ]   [image: ]




Ранжированные переменные
Ранжированные переменные в Mathcad являются разновидностью векторов и предназначены, главным образом, для создания циклов или итерационных вычислений. Простейший пример ранжированной переменной — это массив с числами, лежащими в некотором диапазоне с некоторым шагом.
Например, для создания ранжированной переменной s с элементами 0,1,2,3,4,5:
1. Поместите курсор ввода в нужное место документа.
2. Введите имя переменной (s) и оператор присваивания ":".
3. Нажмите кнопку Range Variable (Ранжированная переменная) на панели
Matrix (Матрица), показанную на рисунке 5, либо введите символ точки с
запятой с клавиатуры.
4. В появившиеся местозаполнители (рис. 5) введите левую и правую границы диапазона изменения ранжированной переменной 0 и 5.

[image: ]


Рис. 5. Создание ранжированных переменных 

Чтобы создать ранжированную переменную с шагом, не равным 1, например, с ранжированную переменную 1,3,5,7 , у которой шаг равен 2:
1. Создайте ранжированную переменную в диапазоне от о до 8 (см. рис. 6).
2. Поместите линии ввода на значение начала диапазона (1).
3. Введите запятую.
4. В появившийся местозаполнитель (рис. 6) введите следующее значение изменения ранжированной переменной (3).

[image: ]
Рис. 6. Ранжированная переменная с шагом 2


Упражнение 3. Создайте ранжированную переменную.
	№ Варианта 
	Ранжированная переменная

	1
	Начальное значение 2
Конечное значение 20
Шаг 2

	2
	Начальное значение 10
Конечное значение 20
Шаг 2

	3
	Начальное значение 0
Конечное значение 15
Шаг 3

	4
	Начальное значение -10
Конечное значение 10
Шаг 0,1

	5
	Начальное значение -5
Конечное значение 5
Шаг 0,2

	6
	Начальное значение -3
Конечное значение 4
Шаг 0,2

	7
	Начальное значение -7
Конечное значение 7
Шаг 0,2

	8
	Начальное значение -2
Конечное значение 2
Шаг 0,5

	9
	Начальное значение -4
Конечное значение 4
Шаг 0,5

	10
	Начальное значение -2
Конечное значение 7
Шаг 0,5

	11
	Начальное значение -2
Конечное значение 1
Шаг 0,5

	12
	Начальное значение -2
Конечное значение 1
Шаг 0,3

	13
	Начальное значение -4
Конечное значение 4
Шаг 0,2

	14
	Начальное значение -4
Конечное значение 5
Шаг 0,5

	15
	Начальное значение -2
Конечное значение 4
Шаг 0,5

	16
	Начальное значение -4
Конечное значение 10
Шаг 0,5

	17
	Начальное значение -4
Конечное значение 7
Шаг 0,5

	18
	Начальное значение -7
Конечное значение 10
Шаг 0,5

	19
	Начальное значение -4
Конечное значение 1
Шаг 0,5

	20
	Начальное значение -4
Конечное значение 4
Шаг 0,1





По числовым данным матрицы (массива) может быть построен график. Пример построения графика, заданного числовыми значениями матрицы приведен на рис. 7.

[image: ]

Рис. 7. Построение графика по элементам матрицы

Упражнение 4. Построить x-y график, по данным представленных в форме матриц
[image: ],
где а – порядковый номер студента в списке группы. В узлах графика необходимо поставить символ .

Создание матриц специального вида
В Mathcad легко создать матрицы определенного вида с помощью одной из встроенных функций. Примеры использования этих функций приведены на рисунке 8.
 identity(N) — единичная матрица размера NxN;
diag(v) — диагональная матрица, на диагонали которой находятся элементы вектора v.



[image: ]
Рисунок 8 – Создание матриц специального вида

Упражнение 5. Создайте единичную матрицу размера (N+1)x(N+1), где  N - порядковый номер студента в списке группы. Создайте вектор 
[image: ],
где а – порядковый номер студента в списке группы и по этому вектору создайте диагональную матрицу.

Ранг матрицы
Рангом (rank) матрицы называют наибольшее натуральное число к, для которого существует не равный нулю определитель k-го порядка подматрицы, составленной из любого пересечения к столбцов и к строк матрицы. Для вычисления ранга в Mathcad предназначена функция rank (см. рисунок 9).
[image: ]
Рисунок 9 – Пример вычисления ранга матрицы

Упражнение 6. Создайте матрицу 

[image: ],
где а – порядковый номер студента в списке группы и найдите ее ранг.

Загрузка рисунка в Mathcad

Чтобы загрузить рисунок в Mathcad, необходимо воспользоваться кнопкой Picture на панели Matrix и в появившемся местозаполнителе ввести путь к местоположению  файла рисунка на диске (рисунок 9).



[image: ]
Рисунок 9 – Загрузка рисунка в Mathcad

Упражнение 7. Создайте произвольный рисунок в любом графическом редакторе (например Paint) и загрузите его в Mathcad.

Ввод-вывод во внешние файлы

Важный компонент ввода-вывода — это ввод-вывод во внешние файлы. Ввод внешних данных в документы Mathcad применяется чаще вывода, поскольку Mathcad имеет гораздо лучшие возможности представления результатов расчетов, чем многие пользовательские программы. Для общения с внешними файлами данных в Mathcad имеется несколько разных способов. Самый простой из них — использовать имеющееся семейство встроенных функций. Перечислим встроенные функции для работы с текстовыми файлами:
 READPRN("file") — чтение данных в матрицу из текстового файла;
WRITEPRN("file") — запись данных в текстовый файл.

Примеры использования встроенных функций иллюстрируются рисунками 10—11. Результат действия примеров можно понять, просмотрев получающиеся текстовые файлы, например с помощью Блокнота Windows.
[image: ]

Рисунок 10 - Запись данных в текстовый файл
[image: ]



Рисунок 11 - Чтение данных в матрицу из текстового файла 
и построения по ним графика

Упражнение 8. Создать с помощью программы Блокнот текстовый файла с данными
0 4
1 3
2 5
3 6
4 10
5 11
6 8
7 7
Загрузить данные из текстового файла в Mathcad и построить по ним график.



Оформите отчет.



[bookmark: _Toc325120413]Лабораторная работа № 4. ИССЛЕДОВАНИЕ КИНЕМАТИКИ КАРДАНОВА ПОДВЕСА ГИРОСКОПА СРЕДСТВАМИ MATHCAD

План

1. Создание матриц направляющих косинусов для карданова подвеса гироскопа
2. Изучение свойств матрицы направляющих косинусов
3. Расчет компонент вектора при переходе из одной системы координат в другую.

1. Создайте матрицы направляющих косинусов, характеризующие положение наружной и внутренней рамок карданова подвеса гироскопа (рис. 1)



Рисунок 1. Трехстепенной астатический гироскоп



2. Найдите значения матриц направляющих косинусов для углов  и  по вариантам таблицы 1.

	
	
, град
	
, град

	1
	1
	1

	2
	2
	1

	3
	3
	2

	4
	4
	1

	5
	5
	5

	6
	3
	2

	7
	1
	6

	8
	5
	2

	9
	1
	2

	10
	2
	4

	11
	6
	7

	12
	1
	10

	13
	9
	7

	14
	6
	6

	15
	4
	4

	16
	3
	7

	17
	1
	8

	18
	2
	5

	19
	5
	6

	20
	6
	5




2. Найти определитель матрицы .

3. Найти обратную матрицу .

4. Найти произведение матриц .

5. Найти определитель матрицы .

6. Найти обратную матрицу .

7. Найти сумму квадратов каждой строки матрицы .

8. Найти сумму квадратов каждого столбца матрицы .


[bookmark: _Toc325120414]Лабораторная работа № 5. РЕШЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ СРЕДСТВАМИ MATHCAD

План
1. Введение
2. Одно уравнение с одним неизвестным
3. Корни полинома
4. Системы уравнений

Введение
[bookmark: _Toc497730970][bookmark: _Toc497731461][bookmark: _Toc503778830][bookmark: _Toc503868708]В этой работе рассматривается решение алгебраических нелинейных уравнений и систем таких уравнений. Задача ставится следующим образом. Пусть имеется одно алгебраическое уравнение с неизвестным
  f(x) = 0, 
или система N алгебраических уравнений 



где f (х) и  — некоторые функции. Требуется найти корни уравнения, т. е. все значения х, которые переводят уравнение (или, соответственно, систему уравнений) в верное равенство (равенства).
Как правило, отыскание корней численными методами связано с несколькими задачами:
а) исследование существования корней в принципе, определение их количества и примерного расположения;
б) отыскание корней с заданной погрешностью TOL.

Последнее означает, что надо найти значения х0, при которых f(х) отличается от нуля не более чем на TOL. Почти все встроенные функции системы Mathcad, предназначенные для решения нелинейных алгебраических уравнений, нацелены на решение второй задачи, т. е. предполагают, что корни уже приблизительно локализованы. Чтобы решить первую задачу (предварительной локализации корней), можно использовать, например, графическое представление f(x) (см. практическое занятие№1) или последовательный поиск корня, начиная из множества пробных точек, покрывающих расчетную область
(сканирование). Mathcad предлагает несколько встроенных функций, которые следует применять в зависимости от специфики уравнения, т. е. свойств f (х). Для решения одного уравнения с одним неизвестным служит функция root, реализующая метод секущих. Для решения системы — вычислительный блок Given/Find, сочетающий различные градиентные методы. Если f(x) — это полином, то вычислить все его корни можно также с помощью функции poiyroots. Кроме того, в некоторых случаях приходится сводить решение уравнений к задаче поиска экстремума. Различные приемы нахождения экстремумов функций реализуются при помощи встроенных функций Minerr, Maximize и Minimize.

Одно уравнение с одним неизвестным

Рассмотрим одно алгебраическое уравнение с одним неизвестным х.
f(x)=0,						(1)
например,
sin(x)=0.	
Для решения таких уравнений Mathcad имеет встроенную функцию root, которая, в зависимости от типа задачи, может включать либо два, либо четыре аргумента и, соответственно, работает несколько по-разному.
а)	root (f (х ) , х ) ;
б) 	root (f (x ) , x , a , b ) 
где 
f (x) — скалярная функция, определяющая уравнение (1)
х — скалярная переменная, относительно которой решается уравнение;
а,b — границы интервала, внутри которого происходит поиск корня.
Первый тип функции root требует дополнительного задания начального значения (guess value) переменной х. Для этого нужно просто предварительно присвоить х некоторое число. Поиск корня будет производиться вблизи этого числа. Таким образом, присвоение начального значения требует априорной информации о примерной локализации корня.
На рисунке 1 приведен пример решения очень простого уравнения sin(x)=0, корни которого известны заранее.

[image: ]
[image: ]

Рисунок 1 – Пример решения алгебраического уравнения с помощью команды root

Обратите внимание, что, хотя уравнение имеет бесконечное количество корней Mathcad находит (с заданной точностью) только один из них, х0, лежащий наиболее близко к х=0.5. Если задать другое начальное значение,  то решением будет другой корень уравнения. Таким образом, для поиска корня средствами Mathcad требуется его предварительная локализация.
Упражнение 1. Построить график функции f(x) (Таблица 1) и приблизительно определить один из корней уравнения. Решить уравнение f(x)=0 с помощью встроенной функции Mathcad root;


Таблица 1
Варианты упражнения 1
	№
варианта
	f(x)
	№
варианта
	f(x)

	1 
	

	1. 
	


	2 
	

	1. 
	
arccos  -x
х  2, 3]

	3 
	

	1. 
	


	4 
	

	1. 
	


	5 
	

	1. 
	


	6 
	

	1. 
	



	7 
	

	1. 
	х5 – х  - 0,2
х  1, 2]

	8 
	

	16
	cos(x)=0 
х  0, 3.14]



Корни полинома
Если функция f(x) является полиномом, то все его корни можно определить, используя встроенную функцию 
polyroots(v),
где v — вектор, составленный из коэффициентов полинома.
Поскольку полином n-й степени имеет ровно n корней (некоторые из них могут быть кратными), вектор v должен состоять из n+1 элемента. Результатом действия функции polyroots является вектор, составленный из n корней рассматриваемого полинома. При этом нет надобности вводить какое-либо начальное приближение, как для функции root. Пример поиска корней полинома четвертой степени иллюстрируется рисунком 2.


[image: ]
Рисунок 2 – Вычисление корней полинома
Упражнение 2. Для полинома g(x) (Таблица 2) выполнить следующие действия: 
1) с помощью команды coeffs создать вектор V, содержащий коэффициенты полинома;
2) решить уравнение g(x) = 0 с помощью функции polyroots;

Таблица 2
Варианты упражнения 2
	№ 
варианта
	g(x)
	№
варианта
	g(x)

	1 
	x4 - 2x3  + x2 - 12x + 20
	9 
	x4 + x3 - 17x2 - 45x - 100

	2 
	x4 + 6x3  + x2 - 4x - 60
	10
	x4  - 5x3 + x2 - 15x + 50

	3 
	x4 - 14x2 - 40x - 75
	11
	x4 - 4x3 - 2x2 - 20x + 25

	4 
	x4  - x3  + x2 - 11x + 10
	12
	x4 + 5x3 + 7x2 + 7x - 20

	5 
	x4 - x3  - 29x2 - 71x -140
	13
	x4 - 7x3 + 7x2 - 5x + 100

	6 
	x4 + 7x3 + 9x2 + 13x - 30
	14
	x4 + 10x3 +36x2 +70x+ 75

	7 
	x4 + 3x3 - 23x2 - 55x - 150
	15
	x4 + 9x3 + 31x2 + 59x+ 60

	8 
	x4 - 6x3 + 4x2 + 10x + 75
	16
	x4 + 2x3 + 3x2 +9x+ 10



Системы уравнений

Рассмотрим решение системы N нелинейных уравнений с м неизвестными






где f (х) и  некоторые скалярные функции от скалярных переменных , , . . . ,  и, возможно, от еще каких-либо переменных. Уравнений может быть как больше, так и меньше числа переменных. Заметим, что приведенную систему  можно формально переписать в виде
f(x)=0,




где х — вектор, составленный из переменных , , . . . , , a f(x) — соответствующая векторная функция. 
Для решения систем имеется специальный вычислительный блок, состоящий
из трех частей, идущих последовательно друг за другом:
1) Given — ключевое слово;
2) система, записанная логическими операторами в виде равенств и, возможно, неравенств;



3) Find(, , . . . , ) — встроенная функция для решения системы относи-



тельно переменных , , . . . , .
Вставлять логические операторы следует, пользуясь панелью инструментов
Boolean (Булевы операторы). Пример решения системы алгебраических уравнений приведен на рисунке 3.
[image: ]
Рисунок 3 – Пример решения системы алгебраических уравнений


Упражнение 3. Решить систему линейных уравнений (Таблица 3), используя функцию Find.


Таблица 3
Варианты упражнения 3
	№ 
варианта
	Система линейных 
уравнений
	№ 
варианта
	Система линейных 
уравнений

	1 
	

	9 
	


	2 
	

	10 
	


	3 
	

	11 
	


	4 
	

	12 
	


	5 
	

	13 
	


	6 
	

	14 
	


	7 
	

	15 
	


	8 
	

	16 
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Поиск экстремума функции
Задачи поиска экстремума функции означают нахождение ее максимума (наибольшего значения) или минимума (наименьшего значения) в некоторой области определения ее аргументов. Ограничения значений аргументов, задающих эту область, как и прочие дополнительные условия, должны быть определены в виде системы неравенств и (или) уравнений. В таком случае говорят о задаче на условный экстремум. Для решения задач поиска максимума и минимума в Mathcad имеются встроенные функции Minerr, Minimize и Maximize. Все они используют те же градиентные численные методы, что и функция Find для решения уравнений.

Экстремум функции одной переменной

Поиск экстремума функции включает в себя задачи нахождения локальногои глобального экстремума. Последние называют еще задачами оптимизации. Рассмотрим конкретный пример функции f(x), показанной графиком на рис. 4 на интервале (-2,5). Она имеет глобальный максимум на левой границе интервала, глобальный минимум, локальный максимум, локальный минимум и локальный максимум на правой границе интервала (в порядке слева направо). 
В Mathcad с помощью встроенных функций решается только задача поиска
локального экстремума. Чтобы найти глобальный максимум (или минимум), требуется либо сначала вычислить все их локальные значения и потом выбрать из них наибольший (наименьший), либо предварительно просканирвать с некоторым шагом рассматриваемую область, чтобы выделить из нее подобласть наибольших (наименьших) значений функции и осуществить поиск глобального экстремума, уже находясь в его окрестности. Последний путь таит в себе некоторую опасность уйти в зону другого локального экстремума, но часто может быть предпочтительнее из соображений экономии времени.


[image: ]

Рисунок 4 – График функции 
[image: ]
Для поиска локальных экстремумов имеются две встроенные функции, которые могут применяться как в пределах вычислительного блока, так и автономно.
1) Minimize(f,х1, х2,…,хN) — вектор значений аргументов, при которых
функция f достигает минимума;
2) Maximize(f,х1, х2,…,хN) — вектор значений аргументов, при которых
функция f достигает максимума;
• f(х1, х2,…,хN) — функция;
• х1, х2,…,хN— аргументы, по которым производится минимизация
(максимизация).
Всем аргументам функции f предварительно следует присвоить некоторые значения, причем для тех переменных, по которым производится минимизация, они будут восприниматься как начальные приближения. Примеры вычисления экстремума функции одной переменной без дополнительных условий показаны на рисунке 5. Поскольку никаких дополнительных условий в них не вводится, поиск экстремумов выполняется для любых значений х от - до +.

[image: ]
Рисунок 5 – Поиск экстремумов функции

Как видно из листингов, существенное влияние на результат оказывает выбор начального приближения, в зависимости от чего в качестве ответа выдаются различные локальные экстремумы. В последнем случае численный метод вообще не справляется с задачей, поскольку начальное приближение х= -10 выбрано далеко от области локального максимума, и поиск решения уходит в сторону увеличения f (х), т. е. расходится.

Упражнение 4. Для функций приведенных в таблице 4 
1) построить график и найти по графику экстремум. 
2) найти экстремум с помощью функций Minimize(f,x1,…, x2) или Maximize(f,x1,…, x2).



Варианты упражнения 4
	№ 
варианта
	g(x)
	№
варианта
	g(x)

	1 
	[image: ]

	9
	[image: ]


	2 
	[image: ]

	10
	 [image: ]


	3 
	[image: ]

	11
	[image: ]

	4 
	[image: ]

	12 
	[image: ]

	5 
	[image: ]

	13
	[image: ]

	6 
	[image: ]

	14
	[image: ]

	7 
	[image: ]

	15
	[image: ]

	8 
	[image: ]

	16
	[image: ]




Экстремум функции многих переменных

Вычисление экстремума функции многих переменных не несет принципиальных особенностей по сравнению с функциями одной переменной. Поэтому ограничимся примером нахождения максимума и минимума функции, показанной в виде графиков трехмерной поверхности и линий уровня на рисунке 6. Привлечем внимание читателя только к тому, как с помощью неравенств, введенных логическими операторами, задается область на плоскости (X.Y).

[image: ]

Рисунок 6 – Поиск экстремума функции двух переменных

Упражнение 5. По заданной функции двух переменных

[image: ],
где а – номер студента в списке группы выполнить следующие действия:
1) построить график поверхности на интервале 0<x<50; 0<y<50;
2) построить график уровня на интервале 0<x<50; 0<y<50;
3) найти минимум функции на интервале 0<x<50; 0<y<50 с помощью команды Minimize;



[bookmark: _Toc325120416]Лабораторнаяработа №7. РЯД ФУРЬЕ

План
1. Ряд Фурье
2. Спектральный анализ
Упражнение 1. Разложите пилообразные импульсы напряжения u(t) в ряд Фурье. Восстановите сигнал по 3, 7, 15, 30 и 50 первым гармоникам. Сравните получившуюся функцию с исходной. 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic21.gif]
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic22.gif]

Упражнение 2. Разложите импульсы, получающиеся в результате однополупериодного и двухполупериодного выпрямления, в ряд Фурье. Восстановите сигнал по 3, 7, 15, 30 и 50 первым гармоникам. 

Упражнение 3. Получите спектр последовательности радиоимпульсов, представляющих собой обрывки синусоидальных колебаний.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic23.gif]

Упражнение 4. Получите спектр амплитудно--модулированного сигнала 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f20.gif]
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic24.gif]
Видно, что спектр содержит колебания на основной частоте и на двух зеркальных частотах (документ 19.mcd).
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic25.gif]
Упражнение 6. Характеристика нелинейного элемента может быть аппроксимирована полиномом второй степени i(u)=au2+bu+c. Изучите спектральный состав отклика системы (силы тока) на оказываемое гармоническое воздействие (напряжение) (документ 21.mcd).
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic26.gif]

[bookmark: _Toc325120417]Лабораторная работа № 8. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. ЧАСТЬ 1

1. Интегрирование уравнений с помощью функции Odesolve
2. Интегрирование уравнений с помощью функции rkfixed

Решение уравнения второго порядка
[image: ]
1. Пример решения уравнения второго порядка с помощью вычислительного блока Given/Odesolve

[image: ОДУ]

2. Пример решения уравнения второго порядка с помощью встроенной функции rkfixed
[image: rkfixed]


Решить следующие дифференциальные уравнения

1) Уравнение гармонических колебаний 
[image: ]
с начальными условиями 
[image: ]

 с помощью вычислительного блока Given/Odesolve и с помощью встроенной функции rkfixed. Принять 
2) Уравнения трехстепенного астатического гироскопа с помощью встроенной функции rkfixed
[image: ]
Принять [image: ], [image: ].
Провести моделирование для различных случаев:
а) [image: ], [image: ].
б) [image: ][image: ].
Вывести результаты моделирования в следующем виде
[image: оси]


[bookmark: _Toc325120418]Лабораторная работа № 9. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. ЧАСТЬ 2

План
Интегрирование уравнений трехстепенного гироскопа




Рисунок 1. Трехстепенной астатический гироскоп


Положение главной оси гироскопа z относительно корпуса (система координат  определяется углами  и . Уравнения движения гироскопа имеют вид:





где 	 - кинетический момент ( - осевой момент инерции ротора,  - угловая скорость ротора), 

 - приведенный момент инерции гироскопа к оси вращения наружной рамки; 

 - приведенный момент инерции гироскопа к оси вращения внутренней рамки; 
А , B– экваториальные моменты инерции ротора;.

 - начальное фиксированное значение угла поворота наружной рамки.


,  - коэффициенты демпфирования.

Упражнение.
1. Численно решить дифференциальные уравнения трехстепенного астатического гироскопа с использование функции rkfixed.
2. Построить графики
[image: оси]
при следующих случаях




а) ;   ,  ;.




б);,; .




в) ;,; .




г) ;,; .

Отчет должен содержать 12 графиков.

Параметры для моделирования гироскопа по вариантам приведены в таблице 1.

Принять .

Таблица 1 – Параметры для моделирования

	№ Вар. 
	
,
кгм2
	
, 
кгм2
	
, кгм2
	
, кгм2
	
, кгм2
	
, кгм2
	
, кгм2
	
, кгм2
	
,
рад/с
	
,
град
	
,
рад/с
	
,
рад/с
	M10,
Нм
	M20,
Нм
	b1,
Нмс-1
	b2,
Нмс-1

	1
	110-5
	210-5
	3,110-5
	110-5
	110-5
	2,110-5
	1,510-4
	3,110-4
	2500
	1
	0,1
	
	0,01
	0,01
	110-5
	110-5

	2
	210-5
	310-5
	5,210-5
	110-5
	210-5
	1,210-5
	1,610-4
	3,210-4
	2400
	2
	0,2
	
	0,02
	0,02
	210-5
	210-5

	3
	1,510-5
	1,410-5
	3,410-5
	0,510-5
	0,410-5
	2,410-5
	1,610-4
	3,310-4
	2300
	3
	0,3
	
	0,03
	0,03
	310-5
	310-5

	4
	1,210-5
	1,310-5
	1,810-5
	0,210-5
	0,310-5
	0,810-5
	1,710-4
	3,410-4
	2000
	4
	0,1
	
	0,04
	0,04
	410-5
	410-5

	5
	1,410-5
	1,510-5
	2,110-5
	0,410-5
	0,510-5
	1,110-5
	1,410-4
	2,910-4
	2200
	5
	0,2
	
	0,05
	0,05
	510-5
	510-5

	6
	2,510-5
	2,610-5
	5,210-5
	1,510-5
	1,610-5
	4,210-5
	1,810-4
	3,710-4
	2000
	6
	0,5
	
	0,06
	0,06
	610-5
	610-5

	7
	1,710-5
	1,810-5
	3,710-5
	0,710-5
	0,810-5
	1,710-5
	1,610-4
	3,210-4
	2100
	7
	0,1
	
	0,03
	0,03
	710-5
	710-5

	8
	1,910-5
	210-5
	410-5
	0,910-5
	110-5
	310-5
	1,510-4
	3,110-4
	2000
	8
	0
	0,1
	0,02
	0,02
	810-5
	810-5

	9
	2,110-5
	2,010-5
	4,310-5
	1,110-5
	1,010-5
	3,310-5
	1,610-4
	3,510-4
	2500
	9
	0
	0,2
	0,01
	0,01
	910-5
	910-5

	10
	2,210-5
	2,310-5
	4,810-5
	1,210-5
	1,310-5
	3,810-5
	1,210-4
	3,210-4
	2500
	10
	0
	0,3
	0,05
	0,05
	110-4
	110-4

	11
	1,410-5
	1,610-5
	3,210-5
	0,410-5
	0,610-5
	2,210-5
	1,810-4
	3,910-4
	2400
	11
	0
	0,15
	0,09
	0,09
	110-5
	110-5

	12
	1,610-5
	1,210-5
	3,110-5
	0,610-5
	0,210-5
	2,110-5
	1,910-4
	3,810-4
	2300
	12
	0
	0,01
	0,03
	0,03
	210-5
	210-5

	13
	1,910-5
	1,710-5
	3,910-5
	0,910-5
	0,710-5
	2,910-5
	1,610-4
	3,710-4
	2100
	13
	0
	0,1
	0,02
	0,02
	310-5
	310-5

	14
	3,510-5
	3,210-5
	7,110-5
	2,510-5
	2,210-5
	6,110-5
	1,610-4
	3,310-4
	2200
	14
	0
	0,2
	0,02
	0,02
	410-5
	410-5

	15
	4,510-5
	4,210-5
	9,210-5
	3,510-5
	3,210-5
	8,210-5
	1,410-4
	2,910-4
	2500
	15
	0
	0,05
	0,07
	0,07
	510-5
	510-5

	16
	3,210-5
	3,510-5
	7,510-5
	2,210-5
	2,510-5
	6,510-5
	1,910-4
	3,810-4
	2500
	16
	0
	0,08
	0,01
	0,01
	610-5
	610-5

	17
	4,110-5
	4,610-5
	8,910-5
	3,110-5
	3,610-5
	7,910-5
	1,810-4
	3,610-4
	2300
	17
	0
	0,09
	0,04
	0,04
	710-5
	710-5

	18
	2,810-5
	2,710-5
	5,710-5
	1,810-5
	1,710-5
	4,710-5
	1,610-4
	3,210-4
	2500
	18
	0
	0,3
	0,03
	0,03
	810-5
	810-5




[bookmark: _Toc325120419]Лабораторная работа № 10. СИМВОЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

План
1. Способы символьных вычислений
2. Символьные вычисления 
В данной практической работе рассматриваются возможности символьного процессора Mathcad. Он позволяет решить многие задачи математики аналитически, без применения численных методов и, соответственно, без погрешностей вычислений. 
Способы символьных вычислений
Символьные вычисления в Mathcad можно осуществлять в двух различных вариантах:
а) с помощью команд меню;
б) с помощью оператора символьного вывода , ключевых слов символьного процессора и обычных формул (в справочной системе Mathcad этот способ называется символьными вычислениями в реальном времени —live symbolic evaluation). 
Первый способ более удобен, когда требуется быстро получить какой-либо аналитический результат для однократного использования, не сохраняя сам ход вычислений. Второй способ более нагляден, т. к. позволяет записывать выражения в традиционной математической форме и сохранять символьные вычисления в документах Mathcad. Кроме того, аналитические преобразования, проводимые через меню, касаются только одного, выделенного в данный момент, выражения. Соответственно, на них не влияют формулы, находящиеся в документе Mathcad выше этого выделенного выражения (например, операторы присваивания значений каким-либо переменным). Оператор символьного вывода, напротив, учитывает все предыдущее содержимое документа и выдает результат с его учетом.
Для символьных вычислений при помощи команд предназначено главное меню Symbolics (Символика), объединяющее математические операции, которые Mathcad умеет выполнять аналитически (рис. 1). Для реализации второго способа применяются все средства Mathcad, пригодные для численных вычислений (например, панели Calculator, Evaluation и т. д.), и специальная математическая панель инструментов, которую можно вызвать на экран нажатием кнопки Symbolic Keyword Toolbar (Панель символики) на
панели Math. На панели Symbolic (Символические) находятся кнопки, соответствующие специфическим командам символьных преобразований (рис.2). Например, таким, как разложение выражения на множители, расчет преобразования Лапласа и другим операциям, которые в Mathcad нельзя проводить численно и для которых, соответственно, не предусмотрены встроенные функции.
	[image: ]
Рис. 1. Символьные вычисления при помощи меню
	

Рис. 2. Символьные вычисления при помощи панели Symbolic


Рассмотрим оба типа символьных вычислений на простом примере разложения на сомножители выражения sin (2х). Первый способ (с помощью меню).
1. Введите выражение sin (2х).
2. Выделите его целиком (см. рис. 1).
3. Выберите в главном меню пункты Symbolics / Expand (Символика / Разложить).

После этого результат разложения выражения появится чуть ниже в виде
еще одной строки. 
Второй способ символьных преобразований (с помощью оператора ).
1. Введите выражение sin(2х).
2. Нажмите кнопку Expand (Разложить) на панели Symbolic (рис. 2).
3. Введите в местозаполнитель после появившегося ключевого слова expand
имя переменной х либо нажмите клавишу <Del>, чтобы просто удалить местозаполнитель.
4. Введите оператор символьного вывода .
5. Нажмите клавишу <Enter> либо просто щелкните мышью за пределами
выражения.

Оператор символьного вывода, как Вы помните, можно ввести в редакторе Mathcad несколькими способами: нажатием кнопки   на любой из панелей Evaluation (Выражения) или Symbolic (Символика) либо сочетанием клавиш <Ctrl>+<.>. Результат символьного разложения выражения показан на рис 2, внизу.


Упражнение 1. Разложить (Expand) выражения с помощью команды меню и с помощью ключевых слов панели Символика (Simbolic):
	[image: ]
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где N – номер студента по списку.

Упрощение выражений (Simplify)

Упрощение выражений — наиболее часто применяемая операция. Символь-
ный процессор Mathcad стремится так преобразовать выражение, чтобы оноприобрело более простую форму. При этом используются различные ариф-
метические формулы, приведение подобных слагаемых, тригонометрические
тождества, пересчет обратных функций и др. Чтобы упростить выражение с
помощью меню (рис. 3):
1. Введите выражение.
2. Выделите выражение целиком или его часть, которую нужно упростить.
3. Выберите команду Symbolics / Simplify (Символика / Упростить).

[image: ]

Рис.3. Упрощение выражений


Упражнение 2. Упростить выражения (Simplify) с помощью команды меню и с помощью ключевых слов панели Символика (Simbolic):














Разложение на множители (Factor)

Разложение выражений на простые множители производится при помощи команды Symbolics / Factor (Символика / Разложить на множители) (рис. 4), либо использованием вместе с оператором символьного вывода ключевого слова factor . Эта операция позволяет разложить полиномы на произведение более простых полиномов, а целые числа — на простые сомножители. Применяя команду меню, не забывайте перед ее вызовом выделить все выражение или его часть, которую планируете разложить на множители.

[image: ]

Рис. 4. Разложение выражения на множители

Упражнение 3. Разложить на множители (Factor) с помощью команды меню и с помощью ключевых слов панели Символика (Simbolic):

[image: ]
где N – номер студента по списку.

Приведение подобных слагаемых (Collect)

Чтобы привести подобные слагаемые полинома с помощью меню (рис. 5):
1. Введите выражение.
2. Выделите в выражении имя переменной, относительно которой надо
привести подобные слагаемые (в примере на рис. 5 это переменная у).
3. Выберите команду Symbolics / Collect (Символика / Привести подобные).
В результате появится строка с результатом приведения подобных слагаемых (нижняя строка на рис. 5).
	[image: ]
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Рис. 5. Примеры приведения подобных слагаемых


Упражнение 4. Привести подобные слагаемые (Collect): 





Привести подобные слагаемые (Collect)относительно переменной х и у:




Найти определитель матриц и привести подобные слагаемые по i,j,k:

[image: ]

Коэффициенты полинома
(Polynomial Coefficients)

Если выражение является полиномом относительно некоторой переменной х,  заданным не в обычном виде а0+а1+а2+..., а как произведение других, более простых полиномов, то коэффициенты а0, а1, а2, . . . легко определяются символьным процессором Mathcad (рис. 6). Коэффициенты сами могут быть функциями (подчас, довольно сложными) других переменных.
[image: ]
Рис. 6. Определение коэффициентов полинома
Чтобы вычислить полиномиальные коэффициенты в выражении при помощи меню (рис. 6):
1. Введите выражение.
2. Выделите в нем имя переменной или выражение, для которого требуется
рассчитать полиномиальные коэффициенты 
3. Выполните команду Symbolic / Polynomial Coefficients (Символика / Коэффициенты полинома).

Чтобы вычислить полиномиальные коэффициенты с помощью оператора
символьного вывода:
1. Введите выражение.
2. Нажмите кнопку Coeffs на панели Symbolic (Символика).
3. Введите в местозаполнитель после вставленного ключевого слова coeffs
аргумент полинома.
4. Введите оператор символьного вывода .
5. Нажмите клавишу <Enter>.

Упражнение 5. Найти коэффициенты полинома относительно переменных x,y,z (Polynomial Coefficient)

;
относительно х:



Разложение на элементарные дроби
(Convert to Partial Fractions)

Чтобы разложить сложную дробь на более простые дроби, следует либо выполнить команду Symbolics / Variable / Convert to Partial Fractions (Символика / Переменная / Разложить на элементарные дроби) (рис. 7), либо указать ключевое слово parfrac. Применяя первый способ (меню), не забывайте перед выбором его команды выделить переменную, по которой будет производиться разложение, а если используется второй способ (с оператором символьного вывода), то имя переменной следует указать после ключевого слова parfrac. В общем, последовательность действий при разложении на дроби та же самая, что и обычно при символьных вычислениях.
[image: ]
Рис. 7. 

Упражнение 6. Разложить на элементарные дроби (Convert to Partial Fraction):
[image: ]




Интегрирование (Integrate)

Для вычисления неопределенного интеграла от некоторого выражения по определенной переменной выделите в выражении переменную и выполните команду Symbolics / Variable / Integrate (Символика / Переменная / Интегрировать) (рис. 8). Вычисленное аналитическое представление неопределенного интеграла появится ниже. При этом результат может содержать как встроенные в Mathcad функции, так и другие спецфункции, которые нельзя непосредственно рассчитать в Mathcad, но символьный процессор "умеет" выдавать их в качестве результата некоторых символьных операций.
[image: ]

[image: ]
Рис. 8. Символьное интегрирование функций 

Упражнение 7.  Проверить правильность вычисления интегралов

[image: интегралы]


Дифференцирование 

Процесс дифференцирования осуществляется аналогично, как и интегрирование (рис. 9).
[image: ]
Рис. 9. Символьное дифференцирование

Упражнение 8.







а) Найти производные ; , ; ; ; ; .
б) Вычислить вторую производную от следующих выражений 



;; .
в) Найти вторые частные производные от функций двух переменных по переменным х и у и смешанные производные 






1. 








Найти разложения в ряд Маклорена функции , , . Доказать формулу Эйлера , где .Показать графически, что для углов до 6 градусов с высокой степенью точности можно заменить функции  и  первыми членами разложения в ряд Маклорена, т.е. , .
2. Решить аналитически уравнения 




Пример
[image: уравнения]

3. Решить аналитически систему уравнений






[bookmark: _Toc325120420]Лабораторнаяработа №11. ДИНАМИЧЕСКИЙ ХАОС 
Упражнение 1. Промоделируйте хаотическое движение броуновской частицы.
На броуновскую частицу со стороны окружающих ее молекул действует сила, хаотическим образом изменяющая свою величину и направление. Чтобы промоделировать ее движение необходимо прибавлять к координатам частицы случайные величины (документ 32.mcd). Траектория частицы является фракталом, то есть объектом, любая часть которого после увеличения подобна целому. 
Задача 49. Колебательная система состоит из шарика, находящегося внутри потенциальной ямы с двумя углублениями, задаваемой функцией: U(x)=0.25x4-0.5x2. На шарик действует вынуждающая сила F(t)=Fmcos(ω t). Исследуйте поведение системы.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic52.gif]
Потенциальное поле создает возвращающую силу 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f30.gif]
Из второго закона Ньютона получаем дифференциальное уравнение колебаний:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f31.gif]
Два варианта решения представлены в документах 33.mcd и 34.mcd. Видно, что система совершает хаотические колебания относительно двух положений равновесия.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic53.gif]
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic54.gif]
Упражнение 2. Конвекционные потоки в атмосфере описываются системой дифференциальных уравнений dx/dt=a(-x+y), dy/dt=bx-y-xz, dz/dt=-cz+xy. Изучите поведение этой системы, получите странный аттрактор Лоренца. В чем состоит эффект бабочки?
Решение задачи --- в документе 35.mcd. Видно, что аттрактор Лоренца похож на закрученную восьмерку, и захватывает две большие области фазового пространства. При этом малые изменения состояния атмосферы могут привести к существенным изменениям ее состояния в будущем. Например, бабочка, взмахнув крыльями в Австралии, при определенных метеорологических условиях может вызвать торнадо в Америке.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic55.gif]

[bookmark: _Toc325120421]Лабораторнаяработа № 12. ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ В ОДНОРОДНОМ ПОЛЕ С УЧЕТОМ СИЛЫ СОПРОТИВЛЕНИЯ 

План
1. Моделирование тела брошенного по углом к горизонту
2. Анализ уравнения движения тела
Упражнение 1. Тело бросили под углом к горизонту в однородном поле тяжести. Начальные координаты и скорость тела, коэффициент сопротивления воздуха известны. Напишите дифференциальные уравнения и построить траекторию движения тела.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic1.gif]
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic2.gif]
Из второго закона Ньютона:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f1.gif]
Решение этой системы уравнений --- в документе 01.mcd. 
Упражнение 2. Исследуйте движение тела в поле тяжести при других начальных условиях. Докажите, что из--за силы сопротивления воздуха время подъема меньше времени спуска на тот же уровень. Для этого достаточно проанализировать график y=y(t).
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic3.gif]
Задача 3. Вычислите скорость и ее проекции на оси в данный момент времени времени. Найдите нормальное и тангенциальное ускорение, радиус кривизны траектории. Когда ускорение тела больше g?

[bookmark: _Toc325120422]Лабораторнаяработа № 13. ЦЕПИ ПОСТОЯННОГО ТОКА 
План
1. Расчет электрических цепей 
2. Расчет баланса мощностей

Упражнение 1. Цепь состоит из нескольких ветвей, в каждой из которых находится источник ЭДС и резистор (рис.1). Необходимо рассчитать цепь, то есть определить токи во всех ее ветвях. 
Из законов Кирхгофа получаем систему уравнений:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic4.gif]
Для решения этой системы уравнений запишем матрицу:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/matrix.gif]
Левую часть матрицы, содержащую коэффициенты при токах Ii, обозначим через A, а правую --- через B. Чтобы получить матрицу токов в MathCAD используется оператор TOK:=A-1 · B. Решение задачи представлено в документе 03.mcd.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic5.gif]
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic6.gif]
Упражнение 2.  Рассчитайте цепь, состоящую из нескольких источников ЭДС и резисторов, и составьте баланс мощностей.

[bookmark: _Toc325120423]Лабораторнаяработа № 14. АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ 
План
1. Исследование автоколебательной системы
2. Исследование уравнения Ван-дер-Поля

Упражнение 1. Исследуйте автоколебательную систему, в которой один раз за период осциллятору сообщается энергия (действует постоянная сила). Постройте график колебаний и фазовую траекторию.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic15.gif]
Рассмотрим колебательную систему, на которую при смещениях x в интервале [-a; a] и движении в положительном направлении действует постоянная сила, равная Fm:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f8.gif]
Силу запишем иначе:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f9.gif]
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f10.gif]
В этом случае уравнение автоколебаний принимает вид:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f11.gif]
Соответствующий документ MathCAD представлен в файле 10.mcd. На фазовой кривой хорошо виден скачок, соответствующий увеличению амплитуды колебаний при передаче колебательной системе очередной порции энергии. Множество точек, к которому стремится фазовая кривая называется аттрактором.
Упражнение 2. Промоделируйте движение автоколебательной системы, в которой каждый раз при прохождении положения равновесия (дважды за период) осциллятору сообщается энергия (действует постоянная сила). 
Пусть система подталкивает осциллятор вблизи положения равновесия, действуя на него с постоянной силой b:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f12.gif]
Из второго закона Ньютона получаем дифференциальное уравнение:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f13.gif]
Решение этого уравнения представлено в файле 11.mcd.
Задача 20. Промоделируйте автоколебательную систему, описывающуюся уравнением Ван-дер-Поля: 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f14.gif]
Решение задачи приведено в документе 12.mcd. Колебательная система воздействует посредством положительной обратной связи на клапан, регулирующий поступление энергии от источника, в результате чего возникают автоколебания. Их амплитуда растет до тех пор, пока энергия потерь за период не будет равна энергии от источника.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic16.gif]
Упражнение 3. Фрикционный маятник Фроуда состоит из физического маятника, расположенного на вращающемся валу. Сила трения между валом и маятником с увеличением их относительной скорости убывает. Исследуйте колебания маятника.
Проекцию вращающего момента, действующего со стороны вала на маятник, будем считать равной 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f15.gif]
Если маятник движется в направлении вращения и его скорость меньше скорости вала, то со стороны вала на него действует достаточно большой момент силы трения в направлении вращения вала. Когда маятник движется в противоположном направлении, его скорость относительно вала велика, поэтому момент силы трения мал. Так автоколебательная система регулирует поступление энергии к осциллятору. 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic17.gif]
Запишем второй закон Ньютона в проекциях:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f16.gif]
Для решения этого дифференциального уравнения используется документ 13.mcd. Из графиков x=x(t) и v=v(t) видно, что маятник Фроуда колеблется относительно нового положения равновесия, смещенного в сторону вращения вала, причем его скорость в установившемся режиме не превышает скорость вала ω. Замкнутая кривая на фазовой плоскости, при t стремящемся к бесконечности является аттрактором.
Упражнение 4. Промоделируйте движения маятника Фроуда для случая, когда начальная скорость маятника превышает скорость вращения вала. Убедитесь, что через достаточно большой промежуток времени система переходит в установившееся состояние, фазовая кривая стремиться к аттрактору.

[bookmark: _Toc325120424]Лабораторнаяработа № 15. РЕЛАКСАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ 
План
1. Изучение релаксационных процессов
2. Исследование колебательного контура
Упражнение 1. Цепь состоит из резистора и катушки индуктивности, подключаемых к источнику постоянного напряжения. В начальный момент ток через катушку равен 0. Определите значение тока и напряжения на катушке в последующие моменты времени.
Решение дифференциального уравнения переходного процесса 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f17.gif]
представлено в документе 14.mcd.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic18.gif]
Упражнение 2. Колебательный контур содержит резистор, конденсатор, катушку индуктивности. Конденсатор зарядили и подключили к цепи. Исследуйте получающиеся затухающие колебания.
Дифференциальное уравнение затухающих колебаний выглядит так:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f18.gif]
Его решение представлено в документе 15.mcd.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic19.gif]
Упражнение 3. Исследуйте цепь из резистора, конденсатора и катушки индуктивности, подключаемых к источнику переменного напряжения. В начальный момент конденсатор разряжен, ток через катушку индуктивности равен 0. 
Запишем дифференциальное уравнение переходного процесса: 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f19.gif]
Начальные условия: q(0)=Cu(0)=0, i(0)=q'(0)=0. Решение этого уравнения представлено в документе 16.mcd. 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic20.gif]


[bookmark: _Toc325120425]Лабораторнаяработа № 16. ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ ВОЛН 
Упражнение 1. Две волны с равными частотами распространяются навстречу друг другу. В результате их наложения возникает стоячая волна. Постройте смещения частиц среды в различные моменты времени (28.mcd).
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic44.gif]
Задача 43. Рассчитайте интерференционную картину, создаваемую двумя когерентными источниками, работающими в противофазе, в плоскости, содержащей эти источники.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic45.gif]
Расстояние от источников до точки наблюдения равно:
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f25.gif]
где a, b задают смещение второго источника относительно первого. Pезультирующее колебание в точке наблюдения находится как сумма
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f26.gif]
где k=2π/λ --- волновое число. Решение --- в файле 29.mcd.
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic46.gif]
Упражнение 2. Рассчитайте интерференционную картину от двух источников, на плоскости, расположенной параллельно прямой, содержащей эти источники. Длина волны и расположение источников известны.
Геометрическая разность хода и интенсивность равны: 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/f27.gif]
Решение задачи представлено в документе 30.mcd. 
[image: http://maier-rv.glazov.net/math/pic47.gif]

[bookmark: _Toc325120426]Лабораторнаяработа № 17,18 ФОРМИРОВАНИЕ СИГНАЛОВ В СРЕДЕ MATHCAD
План
1. Задание в Mathcad сигналов в виде функций и векторов.
2. Формирование непрерывных сигналов.
3. Формирование элементарных импульсных сигналов.
4. Формирование сигналов, описываемых различными кодовыми последовательностями.


1. Задание в Mathcad сигналов в виде функций и векторов.
В Mathcad для задания различных функций y(x)=f(x) для описания f(x) используются как встроенные в пакет различные функции (тригонометрические, специальные и т.п.), так и введенные пользователем.
При этом для вычисления y(x) (и графического представления результатов) следует задать значения аргумента, при которых и рассчитывается функция.
Аргумент x задается как последовательность значений, при которых и выполняется расчет:
	x:=x0,x1..xk 
	x0 - начальное значение; x1 - следующее значение; xk - конечное значение;
Δx =(x1 - x0) – шаг изменения аргумента;
N = (xk - x0)/Δx +1  – число точек аргумента (рассчитываемой функции).
Количество расчетных точек N выбирается из соображений получения «гладких» зависимостей при построении графиков. При задании опции Traces – lines – solid рассчитанные точки на графике соединяются отрезками прямых линий и для «гладкости» графиков обычно достаточно 100…200 расчетных точек.
Иногда может быть удобнее задать N и по заданному диапазону [x_min, x_max]
вычислить Δx и значения расчетных точек задать в форме:
	x:=x_min,x_min+ Δx.. Δx*N
[image: ]Например, для построения функций (полиномов) Чебышева, ортогональных на интервале {-1..+1} с Δx=0.01 (число расчетных точек 200), следует задать:

Требуемые операторы можно ввести как с соответствующих панелей инструментов, так и с клавиатуры:
 - оператор присвоения (:=) – двоеточие;
 - задание диапазона значений аргумента (..) – точка с запятой;
 - двухмерный график – Shift-2 (@).








Рис. 1. Графики некоторых функций Чебышева.
Сигналы во временной области описываются функциями времени u(t), поэтому логично аргумент обозначить через t (выражаемый в единицах времени).
Однако, в ряде случаев, в частности, при использовании встроенных функций: преобразования Фурье (FFT(u)), статистических, и др., необходимо, чтобы участвующие в этих функциях величины u были бы представлены в виде векторов (индексированных переменных). Поэтому далее в приводимых примерах формирования сигналов будем представлять их в виде векторов ut.
	Для описания сигналов - векторов ut следует в начале определить:
	T:=     - количество расчетных точек, т.е. число элементов вектора.
Если далее в расчетах будет использоваться спектральное преобразование FFT(u), то значение T должно быть равно 2m (m>2).
	Например:     T:=256                    или     m=8      T:=2m
При этом T  можно рассматривать как интервал формирования (моделирования) сигнала, выраженного в относительном времени (например, считая, что T=1 мсек).
	Далее следует задать изменение времени – расчетные точки, т.е. задать индексацию элементов вектора (текущее время):
	t:=0..T-1     (если второй элемент при задании диапазона опущен, то шаг равен 1).
	Примечание: индексы элементов вектора – порядковые числа 0,1,2..T-1. Начальный индекс по умолчанию равен 0. При необходимости начало индексации может быть изменено присвоением требуемого значения:
ORIGIN:= (присвоенное таким образом значение начального индекса действует на весь документ).
	Далее определяется функция, описывающая формируемый сигнал.

Приведем примеры формирования некоторых типовых сигналов.

2. Формирование непрерывных сигналов.
Гармонический сигнал на интервале T.
	Для формирования простого гармонического колебания следует дополнительно задать несущую частоту
	f:=
и описать сигнал простой тригонометрической функцией (например, с амплитудой =1):
[image: ](Ввод шаблона для индекса для векторов – скобка “[”)
Естественно, частота также должна быть представлена значением относительно T (например, в числе периодов колебания на интервале T).
	Если будет анализироваться спектр такого гармонического сигнала, то необходимо, чтобы на интервале формирования T укладывалось целое число периодов.
	Для этого достаточно описать сигнал следующим образом:

      - число периодов гармонического колебания на интервале T

      - несущая частота.

[image: ]	В зависимости от того, целое или не целое число периодов гармонического колебания на интервале T будет изменяться и рассчитываемый спектр:

[image: ]Рис.2. Вид и спектры гармонического колебания при n1=4 и n2=4.5 
Если на интервале T целое число периодов колебания, то такой сигнал можно рассматривать как стационарный непрерывный сигнал одной частоты, в противном случае его можно рассматривать как радиоимпульс длительностью T.

3. Формирование элементарных импульсных сигналов.
3.1. Прямоугольный импульс.
	Пусть требуется сформировать прямоугольный импульс на интервале T длительностью τ_i с задержкой (сдвигом) относительно начала интервала моделирования τ_n и амплитудой Um.
Формируемый сигнал будем задавать в виде вектора.
	Очевидно, перед описанием формы импульса следует определить параметры:
	T:=          t:=0..T-1           τ_i:=           τ_n:=            Um:=

3.1.1. Задание импульса с помощью встроенной функции Хэвисайда (heaviside step) – единичный скачок:
	Φ(x) = 0 при x < 0 и = 1 при x >= 0
	Тогда импульс можно описать выражением:
[image: ]

[image: ]
Рис.3. Пример формирования импульса с использованием функции heaviside step.
(При построении графиков прямоугольных импульсов удобнее использовать опцию Traces – step).
Функцию Φ(   ) можно ввести через меню, с панели символов греческого алфавита или с клавиатуры вводом латинского символа (F) с последующим вводом Ctrl-G для преобразования латинского символа в греческий.

Примечание: для быстрого ввода с клавиатуры часто используемых греческих символов с последующим преобразованием по Ctrl-G полезно запомнить некоторые сочетания:
p – π,    w –ω,     W – Ω,    t – τ,    D – Δ,     a – α,      b – β  и др.

3.1.2. Задание импульса с помощью оператора условия if(   ):
	if(условие, значение1, значение2)
[image: ]	В качестве условия следует задать логические выражения с использованием булевых операторов (Boolen)
Если логическое выражение истинно (условие выполняется), то оператор возвращает значение1, если же нет, то значение2. 
Так выражение
	if(t<τ_i,0,1) будет эквивалентно функции Φ(t-τ_i)
[image: ]	Тогда формирование импульса может быть задано:
[image: ]	Аналогичный результат будет получен при использовании выражения:
	Кроме того, при задании условия могут быть использованы более сложные выражения с использованием объединяющих операторов И ИЛИ:
[image: ]

[image: ]
3.1.3. Задание импульса путем переопределения значений вектора.
	В начале формируется нулевой вектор из T элементов:
[image: ]	


Далее введем новое обозначение индексации (например, k) в пределах длительности импульса:
k:=τ_n…(τ_n+τ_i)
[image: ]	и зададим новые значения вектора сигнала в пределах заданного диапазона:



(Значения элементов вектора по ходу документа могут быть неоднократно переопределяться).
	Приведенное выше определение диапазона k возможно в том случае, если значения τ_i и τ_i+ τ_n являются целочисленными значениями, которые и могут быть индексами элементов вектора. Но если значения τ_i и/или τ_n заданы, например, в величинах относительно интервала T (τ_n:=T/3 при T:=1024), то значения индексов k окажутся дробными, что не допустимо. Поэтому в общем случае следует воспользоваться функциями округления:
	floor(x)   - округление x до ближайшего целого снизу
	ceil(x)     - округление x до ближайшего целого сверху;
и тогда диапазон индексов в пределах импульса в общем случае следует задать, например:
k:= floor(τ_n)… floor(τ_n+τ_i)

[image: ]3.1.4. Задание импульса с помощью программы – функции.
[image: ]или

при других t)

	Шаблон для программы-функции  Add Line, оператор if и otherwise  вводятся не с клавиатуры, а кнопками на панели программирования [image: ].
[image: ]	При первом вводе Add Line формируется шаблон для программы-функции:
Для добавления строк программы следует установить курсор на пустое поле и повторно щелкнуть Add Line (или “]”).
Все варианты 3.1.1…3.1.4. позволяют сформировать один и тот же прямоугольный импульс. 

3.2. Импульс с экспоненциальными фронтами.
	При прохождении прямоугольного импульса через ФНЧ (RC-цепь) на выходе будет получен импульс с экспоненциальными фронтами.
Для формирования такого импульса можно также воспользоваться операторами программирования Add Line и if и описать фронты экспоненциальными функциями.
Для этого следует задать
[image: ]
- параметр экспоненты, описывающей фронты (соответствует постоянной времени интегрирующей RC-цепи), через которую проходит прямоугольный импульс. Данный параметр удобнее задавать в единицах длительности импульса.
[image: ]
- задержка относительно
   начала
- передний фронт (и вершина)

- задний фронт


[image: ]
Рис.4. Импульс с экспоненциальными фронтами.

3.3. Трапецеидальный импульс.
Для описания кусочно-ломаных функций, частным случаем которых и является трапецеидальный импульс, достаточно задать последовательность пар значений: аргумент и соответствующее ему значение функции. Для сигналов это будет время и уровень:
	(t0,U0, t1, U1, t2,U2,….t_i,U_i,…t_k,U_k).
и затем, используя операторы программирования Add Line и if, для каждого промежутка времени задать выражение для расчета линейной функции, например:
[image: ]Пусть трапецеидальный импульс задан следующими параметрами:
[image: ]
	- амплитуда импульса

	- задержка импульса относительно начала формирования

	- длительность фронта (переднего и заднего)

	- длительность импульса по вершине
	(длительность импульса по нулевому уровню равна τ_i + 2*τ_f)

Тогда импульс с заданными выше параметрами может быть сформирован следующим образом:
[image: ][image: ]Рис.5. Трапецеидальный импульс.

3.4. Колоколообразный (гауссов) импульс.
	Колоколообразный импульс является классическим примером сигнала с наиболее компактным спектром. Описывается выражением:
[image: ]	где
	t_0 – положение центра (вершины) импульса
	τ_е – параметр импульса, определяющий его длительность.

[image: ]Рис.6. Колоколообразный импульс.
Если задана длительность импульса τ_i на относительном уровне U_o, то параметр
[image: ]τ_е может быть вычислен:

[image: ]Рис.7. Амплитудный спектр колоколообразного импульса. 

3.4. Радиоимпульс.
	Для получения сигнала в виде радиоимпульса достаточно перемножить видеоимпульс с заданными параметрами (см. выше) на непрерывный гармонический сигнал частоты f0.
[image: ]

[image: ]Рис.8. Радиоимпульс
	Если необходимо, чтобы в пределах импульса укладывалось целое число периодов гармонического сигнала, то частоту следует определить
[image: ]	
		n – число периодов частоты в пределах τ_i.

	Если необходимо также «привязать» начальную фазу колебания к началу импульса, то гармонический сигнал следует описать
[image: ]	
	τ_n – начало импульса

	При моделировании высокочастотных сигналов и построении их спектров количество расчетных точек T следует выбирать так, чтобы на периоде частоты было бы 4…8 отсчетов.

4. Формирование сигналов, описываемых различными кодовыми последовательностями.
	В начале тем или иным способом создается кодовая последовательность в виде вектора, элементы которого принимают значения {1,0} или {1,-1}.
	Например, кодовая последовательность может быть задана непосредственно в виде вектора (ниже представлен 11-разрядный код Баркера):
[image: ](Представление кода сначала в виде матрицы-строки и последующее транспонирование матрицы, т.е. преобразование ее в вектор-столбец, использовано лишь для компактности представления данных на экране).
	Если изначально элементы вектора заданы как значения {1,0}, а для последующего моделирования, например, для моделирования сигналов с фазовой модуляцией, требуются значения {1,-1}, то достаточно выполнить преобразование:
[image: ] - число элементов кода (разрядность);
- индексация элементов вектора;
- преобразование элементов вектора.
[image: ]

	Представим кодовую комбинацию в виде функции времени. Для этого введем «временные» параметры:
[image: ]	- длительность элементарного символа кода;
	- интервал моделирования;
	- текущее время.

[image: ]	Временную функцию, соответствующую кодовой комбинации, можно получить путем суммирования произведения значений элементов кода Bk (или Codek) на единичные элементарные импульсы, существующие только в пределах элементов кода Imp:
[image: ]Рис.9. Ансамбль единичных импульсов для формирования кода в виде функции времени.
[image: ]	- временная функция, соответствующая коду.


[image: ]Для формирования сигнала, модулированного по фазе кодовой комбинацией достаточно перемножить гармоническое колебание на Ut.
[image: ]Рис.10. ФМ - сигнал, модулированный 11-разрядным кодом Баркера.
	Здесь для наглядности «временных диаграмм» частота заполнения элементарных импульсов кратна их длительности.
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План

1.1. изучение функций Mathcad для моделирования линейных систем; 
1.2. синтез передаточной функции фильтра в Mathcad;
1.3. исследование амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) фильтра, переходной характеристики.

КРАТКИЕ ПОЯСНЕНИЯ К ПРАКТИЧЕСКОЙ РАБОТЕ

2.1. Аналоговые линейные системы
Связь между входным X(t) и выходным Y(t) сигналами некоторой аналоговой системы называется функцией преобразования
Y(t)=F[X(t)].								(1)
Линейными называют системы, для которых выполняется принцип суперпозиции: реакция на линейную комбинацию сигналов равна линейной комбинации реакций на эти сигналы, поданные на вход по отдельности. 
F[X1(t)+X2(t)]=F[X1(t)]+F[X2(t)]. 					(2)
FCX(t)=CFX(t),	где С=const.					(3)
Реакция на -импульс называется импульсной характеристикой системы – h(t). Физически реализуемые системы удовлетворяют двум условиям

h(t)=0 при t<0 и .					(4)

Реакция системы на единичное ступенчатое воздействие называется переходной характеристикой h1(t). Переходная характеристика связана с импульсной характеристикой зависимостью .
Импульсная и переходная характеристика системы позволяют определить реакцию системы на произвольный входной сигнал (в соответствии с интегралом Дюамеля) в одной из четырех форм

. 				(5)

. 				(6)

. 				(7)

. 				(8)
Для анализа системы применяются также преобразование Лапласа и преобразование Фурье

, 		(9)

, 							(10)


, . 			(11)
где	Y*(s), X*(s) – изображения сигналов (преобразования Лапласа сигналов);
		H(s) – передаточная функция системы.


, ,	(12)

, 				(13)

. 					(14)
где	Y*(j), X*( j) – изображения сигналов (преобразования Фурье сигналов);
H(j) – частотная характеристика системы (зависимость выходного сигнала при воздействии входного гармонического сигнала от частоты);
H(), () – амплитудно-частотная и фазо-частотная характеристики.

Частотная характеристика системы может быть определена по передаточной функции путем подстановки . 
Для линейной системы выполняется принцип суперпозиции
Y*(s)=H(s)X1*(s)+H(s)X2*(s)= H(s)X1*(s)+X2*(s) ,		(15)
Y*(s)=CH(s)X*(s)=H(s)CX*(s).  					(16)
При последовательном / параллельном соединении линейных систем общая передаточная функция равна произведению / сумме передаточных функций этих систем
H*(s)=H1(s)H2(s), 							(17)
H*(s)=H1(s)+H2(s).							(18)
В том случае, если при проектировании системы заданы требования в частотной области, прежде всего, производится расчет передаточной функции (частотной характеристики) системы. По передаточной функции далее можно определить импульсную (переходную) характеристику системы.
Например, во многих случаях полученная передаточная функция системы H(s) может быть представлена в дробно-рациональной форме 

, 				(19)
причем m<n и коэффициенты ai, bi – действительные числа.
Вычислив корни знаменателя A(s), т.е. полюса системы spi, можно представить передаточную функцию в виде 

, 			(20)
где ki – кратность корней.
В случае, если все полюса простые (ki=1), импульсная характеристика системы определяется выражением

, 	t > 0.					(21)
Переходная характеристика определяется в этом случае выражением

, t > 0.				(22)

2.2. Функции Mathcad для моделирования аналоговых линейных систем


В качестве исходных данных берется описание передаточной функции H(s) системы в операторной форме. По передаточной функции определяется переходная характеристика системы h1(t) – данный переход осуществляется функцией invlaplace. Зная переходную характеристику и математическое описание входного сигнала X(t) можно найти реакцию системы Y(t) на произвольное воздействие, используя одно из выражений (5) – (6). При этом потребуется найти производную входного сигнала X(t), для чего может быть использована функция Mathcad для дифференцирования .
Например, исследуется фильтр низких частот (ФНЧ) 1 порядка: 
тип фильтра – ФНЧ; аппроксимация – по Баттерворту;
частота среза Fс = 100 Гц; коэффициент усиления – K0=10; порядок фильтра – 1.

2.2.1. Для фильтра 1 порядка передаточная функция записывается в виде
[image: ].
2.2.2. Переходная характеристика h1(t) вычисляется следующим образом
[image: ]
2.2.3. Задавая время tx в некотором диапазоне, можно построить график переходной характеристики. 
[image: ]
[image: ]
Рис. 1. Переходная характеристика ФНЧ 1 порядка
2.2.4. По переходной характеристике можно определить время установления выходного сигнала системы на уровне 95 % от установившегося значения (или 105 % при наличии колебаний). На рис. 1 уровень 95 % показан в виде прямой линии, установившееся значение определяется путем подстановки заведомо большого значения времени tx (например, 106 с). 
2.2.5. Для нахождения отклика системы на некоторый сигнал x(t), заданный в виде математического выражения, например
[image: ]
где Ux – амплитуда синусоидального сигнала, wx – циклическая частота;
требуется произвести вычисления согласно выражению (6)
[image: ]
В данном случае при интегрировании используется производная входного воздействия, которая обозначена dx(t) и может быть вычислена в Mathcad с помощью функции дифференцирования 
[image: ]
[image: ]
Рис. 2. Реакция ФНЧ 1 порядка на гармонический сигнал


2.2.6. Для анализа частотной характеристики системы можно воспользоваться заменой переменной  в передаточной функции H(s).
Диапазон частот для вычисления частотной характеристики может быть задан следующим образом
[image: ]
Функция Hf(f) в данном случае является частотной характеристикой системы. Модуль данной функции определяет амплитудно-частотную характеристику (АЧХ), а функция Mathcad arg() определяет фазо-частотную характеристику (ФЧХ).
[image: ]
Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика ФНЧ 1 порядка
По графику АЧХ можно определить частоту среза – на данной частоте пересекаются график АЧХ и прямая, определяющая уровень спада на 3 дБ.

2. ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ 

При выполнении лабораторной работы используется пакет программ Mathcad версии 11 и выше.

3. ПРОГРАММА ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 

4.1. Изучить методы моделирования линейных систем в пакете программ Mathcad.
4.2. Рассчитать и проанализировать АЧХ системы. 
4.3. Найти отклик фильтра на сигнал в виде ступеньки – переходную характеристику фильтра. 
4.4. Найти отклики фильтра на гармонические сигналы в полосе пропускания и полосе задерживания, оценить избирательные свойства фильтра. 

4. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

5.1. Свойства аналоговых линейных систем.
5.2. Свойства -импульса и прямоугольного ступенчатого сигнала. 
5.3. Что такое импульсная и переходная характеристика системы. Взаимосвязь импульсной и переходной характеристик.
5.4. Что такое передаточная функция и частотная системы. 
5.5. Взаимосвязь импульсной характеристики и передаточной функции системы.
5.6. Как определяется выходной сигнал системы при некотором произвольном входном сигнале (интеграл Дюамеля).
5.7. Как определяются время установления системы и частоты среза АЧХ. 
5.8. Какая функция Mathcad применяется для вычисления обратного преобразования Лапласа.
5.9. Как задать в Mathcad временной интервал от Tmin до Tmax с шагом dT.
5.10. Как определить по графику переходной характеристики время установления.
5.11. Как задать в Mathcad диапазон частот от Fmin до Fmax с шагом dF.
5.12. Как определяется в Mathcad значение АЧХ на частоте Fx при известной передаточной функции H(s).
5.13. Как определить по графику АЧХ частоту среза ФНЧ.
5.14. Как записать в Mathcad функцию, которая является производной (определенным интегралом) от функции F(t). 

5. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ ПРАКТИЧЕСКОГО ЗАДАНИЯ 

6.1. Подготовить и ввести в программу (п. 2.2.1) исходные данные в соответствии с заданным вариантом (по номеру компьютера), необходимые для синтеза аналогового ФНЧ: аппроксимация – по Баттерворту; частота среза Fс; коэффициент усиления K0; порядок фильтра N=2. 
	Вариант
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Fс
	100 Гц
	200 Гц
	300 Гц
	400 Гц
	500 Гц
	600 Гц

	K0
	10
	20
	30
	40
	50
	60


ФНЧ Баттерворта второго порядка определяется следующим образом: 



, где A0=1, , .
6.2. Рассчитать АЧХ фильтра (п. 2.2.6). Расчет провести в диапазоне частот, удобном для ее анализа. Записать значения АЧХ на частоте среза (Fx=Fc)и задерживания (Fx=2Fc). Построить график АЧХ  (п. 2.2.6). 
6.3. Вычислить переходную характеристику системы h1(t) (п. 2.2.2). Построить график переходной характеристики (п. 2.2.3). Определить время установления tуст (п.2.2.4) выходного сигнала на уровне 95 % (или 105 % при наличии колебательного переходного процесса).
6.4. Выполнить моделирование фильтра методом интеграла Дюамеля. Выбрать в качестве входного гармонический сигнал X(t) с частотой Fx равной частоте среза фильтра Fc и единичной амплитудой (п. 2.2.5). Построить график выходного сигнала Y(t) (п. 2.2.5). 
6.5. Повторить п.6.4 для гармонического сигнала с частотой Fx=2Fc. 


[bookmark: _Toc325120428]Лабораторнаяработа № 21, 22 РЕАЛИЗАЦИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА СРЕДСТВАМИ MATHCAD

План
1. Необходимые сведения об операционном исчислении
2. Изучение операционного исчисления средствами Mathcad
1. Необходимые сведения об операционном исчислении
1.1. Основные понятия. Реализация преобразования Лапласа средствами MathCAD
Преобразование Лапласа - основное понятие операционного исчисления. Пусть имеем функцию действительного переменного [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image131.gif], которая удовлетворяет следующим условиям:
1) [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image132.gif]однозначна и непрерывна вместе со своими производными n-го порядка для всех [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image133.gif], кроме тех, где она и ее производные имеют разрывы 1-го рода. При этом в каждом конечном интервале изменения [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image134.gif]имеется конечное число точек разрыва;
2) [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image135.gif]для всех [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image136.gif];
3) [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image132.gif]возрастает медленнее некоторой экспоненциальной функции [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image137.gif], где [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image138.gif]и [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image139.gif]- некоторые положительные величины, т.е. всегда можно указать такие [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image138.gif]и [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image140.gif], чтобы при любом [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image141.gif]соблюдалось неравенство [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image142.gif].
В операционном исчислении функции [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image132.gif]ставится в соответствие новая функция [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image143.gif], определяемая равенством
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image144.gif]                        (1.1.1)
где[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image145.gif] - положительное действительное число или комплексное число с положительной действительной частью.
Функция [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image132.gif]при этом называется оригиналом, а [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image143.gif]- изображением функции [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image132.gif]по Лапласу. Переход от оригинала к изображению по формуле (1.1.1) называется лаплас-трансформацией или преобразованием Лапласа. Соответственно, обратный переход от изображения к оригиналу называется обратной лаплас-транформацией. С помощью операционного исчисления можно сравнительно просто решать аналитически различные физико-химические задачи, сводящиеся к линейным дифференциальным уравнениям. Переход от исходных функций к их изображениям в ряде случаев значительно облегчает общий ход решения задачи. В частности, для формально-кинетического описания сложной химической реакции часто требуется нахождение аналитических выражений для зависимостей во времени концентраций всех участников реакции. Соответствующие выражения являются результатом решения систем дифференциальных уравнений, описывающих убыль или приращение концентраций исходных реагентов, промежуточных и конечных продуктов реакции. С использованием преобразования Лапласа исходные дифференциальные уравнения или системы дифференциальных уравнений, составленные на основании анализа кинетической модели реакции, переводятся в так называемую операторную форму. Весьма важно, что вид математической модели процесса, выраженной через исходные функции-оригиналы, при трансформации в операторную форму значительно упрощается. Так, например, линейное дифференциальное уравнение трансформируется в алгебраическое уравнение. Система линейных дифференциальных уравнений в операторной форме приобретает вид системы алгебраических уравнений. Это фактически обозначает, что в данном случае операция дифференцирования как бы заменяется операцией умножения.
Другим примером применения операционного исчисления могут служить задачи диффузионной кинетики, которые в большинстве своем требуют решения уравнения второго порядка в частных производных при заданных начальных и граничных условиях (уравнения второго закона Фика). Эффективным приемом при решении подобных задач является применение преобразования Лапласа, поскольку уравнениям в частных производных для оригиналов соответствуют обыкновенные дифференциальные уравнения для изображений, решения которых несложно найти традиционными методами.
Ход решения задачи с помощью преобразования Лапласа выглядит следующим образом. Исходные уравнения, содержащие функции-оригиналы, трансформируются по Лапласу в операторную форму. Далее ищется операторное решение относительно искомых функций-изображений. Наконец, полученный результат подвергается обратной трасформации Лапласа.
Подробное описание теоретических основ операционного исчисления с примерами их использования при решении различных уравнений математической физики достаточно полно отражены в специальной математической литературе [2, 3]. Для химиков весьма полезная информация о приложениях операционного исчисления к описанию химических объектов содержится в [4 - 6].
MathCAD обладает достаточно мощным встроенным арсеналом средств для осуществления символьных преобразований по Лапласу. Реализовать нахождение изображения заданной функции можно двумя способами:
а) через команды командного меню Symbolics\Transform\Laplace после выделения курсором аргумента функции-оригинала, например,
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image146.gif]    msgMapleLaplace       [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image147.gif]
Данный пример пример результат перехода от функции-оригинала [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image148.gif]к ее изображению. Если в меню Symbolics\EvaluationStyle отмечен параметр Show Comments, то перед математической конструкцией, соответствующей изображению, появляется текстовый комментарий.
б) через меню панели символьного редактора. В этом случае аргумент исходной функции должен быть указан пользователем после появления ключевого слова laplace.
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image149.gif]
Аналогично проводится и обратное преобразование Лапласа: командами Symbolics\Transform\Inverse Laplace или через ключевое слово палитры символьного редактора invlaplace.
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image151.gif]     msgMapleInvLaplace    [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image150.gif]        [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image152.gif]
Приведем выражения для часто встречающихся функций и их изображений.
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Следует отметить, что MathCAD далеко не всегда успешно "справляется" с прямой и обратной трансформацией выражений, особенно когда последние представляют собой различные рода степенные или экспоненциальные конструкции с параметрами. Так, если при преобразовании оригиналов [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image177.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image178.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image179.gif], ... проблем не возникает
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image180.gif]       [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image181.gif]       [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image182.gif]      [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image183.gif]
то попытка трансформации функции [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image184.gif]остается безуспешной :
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image185.gif]
Все же, анализируя выражения, в которых параметр а имеет конкретное числовое значение, можно легко прийти к выводу, что оригиналу [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image186.gif]соответствует изображение [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image187.gif].
С подобной ситуацией особенно часто можно встретиться на этапе перехода от операторного решения задачи к оригиналам. Например, при решении диффузионных задач нередко приходится иметь дело с изображением вида [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image188.gif], где а - некоторая постоянная.
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image189.gif]   но   [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image190.gif]
Если формально приписывать параметру a произвольные численные значения
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image191.gif]            [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image192.gif]
то можно заключить, что изображению соответствует 
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image193.gif]оригинал [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image194.gif]
Аналогичным путем найдем оригинал изображения [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image195.gif]:
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image196.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image197.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image198.gif]
Выражение для оригинала имеет вид
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image199.gif], при этом [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image200.gif]
Таким образом, изображению 
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image201.gif]соответствует оригинал [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image202.gif]
Укажем еще несколько практически важных соответствий между изображениями и оригиналами,
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image203.gif]     [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image204.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image205.gif]     [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image206.gif]
из которых можно получить:
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	Оригинал 
	Изображение 
	Оригинал 

	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image208.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image207.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image209.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image210.gif]

	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image211.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image212.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image213.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image214.gif]

	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image216.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image215.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image218.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image217.gif]


Обратим внимание, что во многих выражениях фигурируют "непривычные" для химиков функции, такие как [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image219.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image220.gif]. Остановимся на них подробнее.
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image219.gif]  - так называемая функция ошибок. Она определяется соотношением
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image221.gif]
С функцией ошибок связана и функция [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image222.gif]:
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image223.gif]
Численное значение этих функций зависит только от величины аргумента x и не зависит от вспомогательной переменной z:
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image224.gif]
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[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image228.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image229.gif]
Рис.1. Зависимость функций еrf(x), erfc(x) от аргумента x
Из рис.1 видно, что практически при x>2 erf(x) =1 erfc(x)=0. Некоторые другие свойства этих функций:
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image230.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image231.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image232.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image233.gif]
· [bookmark: 1-2]1.2 .Сводка основных правил операционного исчисления
 2. Изучение операционного исчисления средствами Mathcad
1.2.1. Cвойство однородности.
Если [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image234.gif]соответствует изображение [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image235.gif], то при заданном действительном или комплексном постоянном a [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image236.gif]соответствует изображение [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image237.gif].
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image238.gif]       [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image239.gif]
1.2.2. Cвойство линейности.
Если функциям [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image240.gif]и [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image241.gif]соответствуют изображения [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image242.gif]и [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image243.gif], то при заданных действительных или комплексных констанстах [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image244.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image245.gif], ... , [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image246.gif]линейной комбинации оригиналов
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image247.gif] соответствует линейная комбинация изображений [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image248.gif].
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image249.gif]       [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image250.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image251.gif]
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1.2.3. Свойство подобия.
Если оригиналу [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image257.gif]соответствует изображение [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image258.gif], то при [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image259.gif]оригиналу [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image260.gif]соответствует изображение [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image261.gif].
Это свойство показывает, каким образом меняется вид изображения при изменении масштаба аргумента оригинала. Например,
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image262.gif]           [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image263.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image264.gif]           [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image265.gif]
 
1.2.4. Для любого постоянного [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image266.gif]оригинал [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image267.gif]имеет изображением [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image268.gif].
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image271.gif]      [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image272.gif]      [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image273.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image269.gif]      [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image270.gif]
 
1.2.5. Дифференцирование оригинала.
Если [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image274.gif]непрерывна и дифференцируема на [0,[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/b.gif]], то дифференцированию оригинала соответствует умножение его изображения на s с вычитанием значения оригинала в нуле.
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image277.gif]       
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image278.gif]

	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image279.gif]       
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image280.gif]

	
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image281.gif]


Можно получить выражения для изображений, соответствующих высшим производным оригинала:
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image282.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image283.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image284.gif]
Приведенные формулы указывают путь операторного решения некоторых видов дифференциальных уравнений.
Пример. Преобразование в операторную форму дифференциального уравнения
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image285.gif]
при начальных условиях [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image286.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image287.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image288.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image289.gif]и нахождение его частного решения.
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image290.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image291.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image292.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image293.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image294.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image295.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image296.gif]            [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image297.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image298.gif]          [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image299.gif]
В силу свойства линейности операторное уравнение имеет вид
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image300.gif]
Его решение относительно функции-изображения:
msgMapleSolve     [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image301.gif]
Переход к оригиналу дает решение исходного уравнения относительно функции [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image302.gif]:
[image: 303-1.gif (2504 bytes)]
[image: 303-2.gif (1806 bytes)]
 
[image: 304-1.gif (2243 bytes)]
[image: 304-2.gif (1389 bytes)]
 
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image305.gif]
Рис. 2. Графическое представление решения уравнения
 
1.2.6. Интегрирование оригинала.
Интегрированию функции-оригинала соответствует деление изображения на s.
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image306.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image307.gif]    [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image308.gif]     [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image309.gif]
 
1.2.7. Интегрирование изображения.
Если интеграл [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image310.gif]сходится, то он служит изображением функции [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image311.gif].
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image312.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image313.gif]

	
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image314.gif]


 
1.2.8. Дифференцирование изображения.
Если [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image315.gif]служит оригиналом для [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image316.gif], то [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image317.gif]служит оригиналом для [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image318.gif].
В общем случае [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image319.gif]служит оригиналом для [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image320.gif].
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image321.gif]     [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image322.gif]      [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image323.gif]
 
1.2.9. Теорема смещения изображения.
Если [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image274.gif]имеет изображением [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image324.gif], то для любого [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image325.gif]справедливо, что [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image326.gif]имеет изображением [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image327.gif].
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image328.gif]       [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image329.gif]      [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image330.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image331.gif]        [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image332.gif]
 
1.2.10. Теорема запаздывания оригинала .
Если [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image333.gif]имеет изображением [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image334.gif], то для любого [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image335.gif]справедливо, что [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image336.gif]имеет изображением [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image337.gif].
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image338.gif]       [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image339.gif]      [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image340.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image341.gif]        [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image342.gif]
 
1.2.11. Теорема опережения оригинала.
Если [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image335.gif]и [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image343.gif]имеет изображением [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image344.gif], то [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image345.gif]имеет изображением 
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image346.gif]
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image347.gif]      [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image348.gif]       [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image349.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image350.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image351.gif]

	
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image352.gif]


 
1.2.12. Теорема о свертке оригиналов (теорема умножения изображений).
Определение. Пусть даны функции [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image240.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image241.gif],определенные на отрезке [0, t]. Сверткой этих функций называется новая функция [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image316.gif], определяемая равенством
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image353.gif]
Теорема. Если [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image240.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image241.gif]имеют своими изображениями соответственно [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image242.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image243.gif],то их свертка [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image316.gif]имеет изображением произведение [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image354.gif].
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image355.gif]     [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image356.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image357.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image358.gif]

	
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image359.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image360.gif]


 
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image361.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image362.gif]

	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image363.gif]
	[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image364.gif]


 
1.2.13. Tеорема Дюамеля.
Теорема: Если оригиналы [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image240.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image241.gif]непрерывно дифференцируемы на [0, [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/b.gif]] , имеют своими изображениями соответственно [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image242.gif], [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image243.gif]и сверткой оригиналов является [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image316.gif], то [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image365.gif]  имеет изображением произведение [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image366.gif].
Используем определения предыдущего примера.
[image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image367.gif]         [image: http://www.exponenta.ru/educat/systemat/korobov/laplas/images/Image368.gif]

[bookmark: _Toc325120429]Лабораторнаяработа № 23, 24. ДИСКРЕТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ
План
1. Введение в дискретное преобразование Фурье
2. Преобразование Фурье в вещественной области
3. Преобразование Фурье в комплексной области

Mathcad содержит функции для выполнения быстрого дискретного преобразования Фурье (БПФ) и его обращения. В Mathcad PLUS имеется также одномерное дискретное волновое преобразование и его обращение. Все эти функции имеют векторные аргументы. При определении вектора v для нахождения волнового преобразования или преобразования Фурье убедитесь, что первый элемент вектора имеет нулевой индекс: v0. Если элемент v0 не определен, Mathcad автоматически устанавливает его равным 0. Это может привести к искажению результата.
Введение в дискретное преобразование Фурье
[bookmark: CFFT][bookmark: ICFFT]В Mathcad входят два типа функций для дискретного преобразования Фурье: fft/ifft и cfft/icfft . Эти функции дискретны: они берут в качестве аргументов и возвращают векторы и матрицы. Они не могут быть использованы с другими функциями.
[bookmark: FFT][bookmark: IFFT]Используйте функции fft и ifft, если выполнены следующие два условия:
· аргументы вещественны, и
· вектор данных имеет   2m элементов.
Используйте функции cfft и icfft во всех других случаях.
Первое условие необходимо, потому что функции fft/ifft используют тот факт, что для вещественных данных вторая половина преобразования Фурье является комплексно сопряженной с первой. Mathcad отбрасывает вторую половину вектора-результата. Это сохраняет и время и память при вычислениях.
Пара функций cfft/icfft не использует симметрию в преобразовании. По этой причине необходимо использовать их для комплексных данных. Так как вещественные числа — подмножество комплексных чисел, можно также использовать пару cfft/icfft для вещественных чисел.
Второе условие требуется, потому что пара функций fft/ifft использует высоко эффективный алгоритм быстрого преобразования Фурье.   Для этого вектор аргумента, используемого с fft, должен иметь 2m элементов. В функциях сfft/icfft использован алгоритм, который допускает в качестве аргументов как матрицы, так и векторы произвольного размера. Когда эта пара функций используется с матрицей в качестве аргумента, вычисляется двумерное преобразование Фурье.
Обратите внимание, что, если использована функция fft для прямого преобразования, необходимо использовать функцию ifft для обратного. Аналогично, если для прямого преобразования использована cfft, то для обратного необходимо использовать icfft.
Различные формулировки определения преобразования Фурье используют различные нормировочные коэффициенты и соглашения о знаке перед мнимой единицей в показателе экспоненты прямого и обратного преобразований. Функции fft, ifft, cfft и icfft используют 1/[image: f16.gif (898 bytes)] как нормировочный коэффициент и положительный показатель степени в прямом преобразовании. Функции FFT, IFFT, CFFT и ICFFT используют 1/N как нормировочный коэффициент и отрицательный показатель степени в прямом преобразовании. Необходимо использовать эти функции попарно. Например, если используется CFFT в прямом преобразовании, необходимо использовать ICFFT в обратном.
Преобразование Фурье в вещественной области
Для вещественнозначных векторов с 2m элементами можно применять пару функций fft/ifft. В алгоритме вычисления этих функций используются преимущества симметрии, существующей только для вещественных данных. Это позволяет сохранить и время, и память, необходимые для вычислений.
	fft (v)
	Возвращает дискретное преобразование Фурье 2m-мерного вещественнозначного вектора. Аргумент можно интерпретировать как результат измерений через равные промежутки времени некоторого сигнала.


Вектор v должен иметь 2m элементов. Результат — комплекснозначный вектор размерности 1+2m-1. Если v имеет размерность отличную от  2m, Mathcad выдает сообщение об ошибке “неверный размер вектора”.
Элементы вектора, возвращаемого fft, вычисляются по формуле
[image: f10.gif (1294 bytes)]
В этой формуле n — число элементов в v, i — мнимая единица.
Элементы в векторе, возвращенном функцией fft, соответствуют различным частотам. Чтобы восстанавливать фактическую частоту, необходимо знать частоту измерения исходного сигнала. Если v есть n-мерный вектор, переданный функции fft, и частота измерения исходного сигнала — fs, то частота, соответствующая , равна
[image: f11.gif (1042 bytes)]
Обратите внимание, что это делает невозможным обнаружить частоты выше частоты измерения исходного сигнала. Это — ограничение налагаемое не Mathcad, а самой сутью проблемы. Чтобы правильно восстанавливать сигнал по его преобразованию Фурье, необходимо произвести измерения исходного сигнала с частотой, по крайней мере вдвое большей, чем ширина полосы частот. Полное обсуждение этого явления лежит за пределами данного руководства, но его можно найти в любом учебнике по цифровой обработке сигналов.
	ifft (v)
	Возвращает обратное дискретное преобразование Фурье; результат — вещественнозначный.


Вектор v должен иметь 1+ 2m элементов, где m — целое. Результат есть комплекснозначный вектор размерности 2m+1. Если v имеет размерность, отличную от 1+ 2m, Mathcad выдает сообщение об ошибке “неверный размер вектора”.
Аргумент v — вектор, подобный созданному функцией fft. Чтобы вычислить результат, Mathcad сначала создает новый вектор w, комплексно сопряженный v, и присоединяет его к вектору v. Затем Mathcad вычисляет вектор d, чьи элементы вычисляются по формуле:
[image: f12.gif (1322 bytes)]
Это та же самая формула, что и для fft, кроме знака минус в функции exp. Функции fft и ifft — точные обращения. Для всх вещественнозначных v справедливо ifft(fft(v))=v.
Преобразование Фурье в комплексной области
Имеются две причины, по которым не могут быть использованы пары преобразований fft/ifft, обсужденные в предыдущем разделе:
· Данные могут быть комплекснозначны. Это означает, что Mathcad не может больше использовать симметрию, имеющую место в вещественном случае.
· Вектор данных может иметь размерность, отличную от 2m. Это означает, что Mathcad не может пользоваться преимуществом высокоэффективного алгоритма БПФ, используемого парой fft/ifft.
Комплексное преобразование Фурье требует следующих функций:
	cfft (A)
	Возвращает дискретное преобразование Фурье комплекснозначных вектора или матрицы. Возвращаемый массив имеет тот же самый размер, что и массив, используемый как аргумент.

	icfft (A)
	Возвращается обращение дискретного преобразования Фурье вектора или матрицы данных. Функция icfft — обратная к функции cfft. Подобно cfft, эта функция возвращает массив того же самого размера, что и аргумент.


[image: 3_280.gif (6502 bytes)]
Рисунок 3: Использование быстрых преобразований Фурье в Mathcad.
Пара преобразований cfft/icfft может работать с массивами любого размера. Однако они работают значительно быстрее, когда число строк и столбцов может быть представлено в виде произведения большого количества меньших сомножителей. Например, векторы с длиной  2m относятся к этому классу, так же как и векторы, имеющие длины, подобные 100 или 120. С другой стороны, вектор, чья длина — большое простое число, замедлит вычисление преобразования Фурье.
Функции cfft и icfft — обратные друг к другу. То есть icfft(cfft(v))=v. Рисунок 3 показывает примеры использования преобразования Фурье в Mathcad.
Когда в качестве аргумента cfft используется матрица, результат есть двумерное преобразование Фурье исходной матрицы.
Альтернативные формы преобразования Фурье
Определения преобразования Фурье, обсужденные выше, не являются единственно возможными. Например, следующие определения для дискретного преобразования Фурье и его обращения можно найти в книге Ronald Bracewells, The Fourier Transform and Its Applications (McGraw-Hill, 1986):
[image: f14.gif (1733 bytes)]
Эти определения весьма распространены в технической литературе. Чтобы использовать эти определения вместо обсужденных в предыдущем разделе, используйте функции FFT, IFFT, CFFT и ICFFT. Они отличаются следующим:
· Вместо коэффициента 1/[image: f13.gif (889 bytes)]  перед обеими формулами в прямом преобразовании стоит коэффициент 1/n, и коэффициент 1 в обратном преобразовании.
· Знак минус появляется в показателе экспоненты прямого преобразования и исчезает в формуле обратного.
Функции FFT, IFFT, CFFT и ICFFT используются аналогично функциям, обсужденным в предыдущем разделе.
Волновое преобразование
A Mathcad PLUS включены две функции волновых преобразований: для выполнения прямого одномерного дискретного волнового преобразования и его обращения. Преобразование выполняется с использованием четырехкоэффициентного волнового базиса Даубечи.
	[bookmark: wave]wave (v) 
	Возвращает дискретное волновое преобразование v, 2m-мерного вещественнозначного вектора. Возвращается вектор того же самого размера, что и v.

	[bookmark: iwave]  iwave (v)
	Возвращает обращение дискретного волнового преобразования v, 2m-мерного вещественнозначного вектора. Возвращается вектор того же самого размера, что и v.



15.4.1. Преобразование Фурье 
Математический смысл преобразования Фурье состоит в представлении сигнала у(х) в виде бесконечной суммы синусоид вида F(v)sin(vx). Функция F(v) называется преобразованием Фурье или интегралом Фурье, или Фурье-спектром сигнала. Ее аргумент v имеет смысл частоты соответствующей составляющей сигнала. Обратное преобразование Фурье переводит спектр F(V) в исходный сигнал у(х). Согласно определению, 
Как видно, преобразование Фурье является существенно комплексной величиной, даже если сигнал действительный. 
Преобразование Фурье действительных данных 
Преобразование Фурье имеет огромное значение для различных математических приложений, и для него разработан очень эффективный алгоритм, называемый БПФ (быстрым преобразованием Фурье). Этот алгоритм реализован в нескольких встроенных функциях Mathcad, различающихся нормировками. 
· fft(y) — вектор прямого преобразования Фурье; 
· FFT(Y) — вектор прямого преобразования Фурье в другой нормировке; 
· ifft(v) — вектор обратного преобразования Фурье; 
· IFFT(V) — вектор обратного преобразования Фурье в другой нормировке; 
· у — вектор действительных данных, взятых через равные промежутки значений аргумента; 
· v — вектор действительных данных Фурье-спектра, взятых через равные промежутки значений частоты. 
Аргумент прямого Фурье-преобразования, т. е. вектор у, должен иметь ровно 2n элементов (n — целое число). Результатом является вектор с 1+2n-1 элементами. И наоборот, аргумент обратного Фурье-преобразования должен иметь 1+2n-1 элементов, а его результатом будет вектор из 2n элементов. Если число данных не совпадает со степенью 2, то необходимо дополнить недостающие элементы нулями. 
[image: http://www.bourabai.kz/einf/mathcad/ch15/24.gif]
Рис. 15.24. Исходные данные и обратное преобразование Фурье (листинг 15.20) 
Пример расчета Фурье-спектра для суммы трех синусоидальных сигналов разной амплитуды (показанных в виде сплошной кривой на рис. 15.24), приведен в листинге 15.20. Расчет проводится по N=128 точкам, причем предполагается, что интервал дискретизации данных ух равен А. В предпоследней строке листинга применяется встроенная функция if ft, а в последней корректно определяются соответствующие значения частот Qx. Обратите внимание, что результаты расчета представляются в виде модуля Фурье-спектра (рис. 15.25), поскольку сам спектр является комплексным. Очень полезно сравнить полученные амплитуды и местоположение пиков спектра с определением синусоид в листинге 15.20. 
Листинг 15.20. Быстрое преобразование Фурье
[image: http://www.bourabai.kz/einf/mathcad/ch15/code%2020.gif]
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Рис. 15.25. Преобразование Фурье (листинг 15.20) 
Результат обратного,преобразования Фурье показан в виде кружков на том же рис. 15.24, что и исходные данные. Видно, что в рассматриваемом случае сигнал у(х) восстановлен с большой точностью, что характерно для плавного изменения сигнала. 
Преобразование Фурье комплексных данных 
Алгоритм быстрого преобразования Фурье для комплексных данных встроен в соответствующие функции, в имя которых входит литера "с". 
· cfft(y) — вектор прямого комплексного преобразования Фурье; 
· CFFT(y) — вектор прямого комплексного преобразования Фурье в другой нормировке; 
· icfft(y) —вектор обратного комплексного преобразования Фурье; 
· ICFFT(V) — вектор обратного комплексного преобразования Фурье в другой нормировке; 
· у — вектор данных, взятых через равные промежутки значений аргумента; 
· v — вектор данных Фурье-спектра, взятых через равные промежутки значений частоты.
Функции действительного преобразования Фурье используют тот факт, что в случае действительных данных спектр получается симметричным относительно нуля, и выводят только его половину (см. выше разд. "Преобразование Фурье действительных данных" этой главы). Поэтому, в частности, по 128 действительным данным получалось всего 65 точек спектра Фурье. Если к тем же данным применить функцию комплексного преобразования Фурье (рис. 15.26), то получится вектор из 128 элементов. Сравнивая рис. 15.25 и 15.26, можно уяснить соответствие между результатами действительного и комплексного Фурье-преобразования. 
[image: http://www.bourabai.kz/einf/mathcad/ch15/26.gif]
Рис. 15.26. Комплексное преобразование Фурье (продолжение листинга 15.20) 
Двумерное преобразование Фурье 
В Mathcad имеется возможность применять встроенные функции комплексного преобразования Фурье не только к одномерным, но и к двумерным массивам, т. е. матрицам. Соответствующий пример приведен в листинге 15.21 и на рис. 15.27 в виде графика линий уровня исходных данных и рассчитанного Фурье-спектра. 
Листинг 15.21. Двумерное преобразование Фурье
[image: http://www.bourabai.kz/einf/mathcad/ch15/code%2021.gif]
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Рис. 15.27. Данные (слева) и их Фурье-спектр (справа) (листинг 15.21) 

[bookmark: _Toc325120430]Лабораторнаяработа №25. Случайные величины

План
1. Элементы теории
2. Нормальное (Гауссово) распределение
3. Гистограмма

Mathcad имеет развитый аппарат работы с задачами математической статистики. С одной стороны, имеется большое количество встроенных специальных функций, позволяющих рассчитывать плотности вероятности и другие характеристики основных законов распределения случайных величин. Наряду с этим в Mathcad запрограммировано соответствующее количество генераторов псевдослучайных чисел для каждого закона распределения, что позволяет эффективно проводить моделирование методами Монте-Карло. Имеется возможность строить гистограммы и рассчитывать статистические характеристики выборок случайных чисел и случайных процессов, таких, как средние, дисперсии, корреляции и т. п. При этом случайные последовательности могут как создаваться генераторами случайных чисел, так и вводиться пользователем из файлов. В заключение главы рассматривается решение средствами Mathcad нескольких типичных примеров из области анализа случайных процессов математической статистики .
Для моделирования различных физических, экономических и прочих эффектов широко распространены методы, называемые методами Монте-Карло. Их основная идея состоит в создании определенной последовательности случайных чисел, моделирующей тот или иной эффект, например, шум в физическом эксперименте, случайную динамику биржевых индексов и т. п. Для этих целей в Mathcad имеется ряд встроенных функций, реализующих различные типы генераторов псевдослучайных чисел. Согласно определению, случайная величина принимает то или иное значение, но какое конкретно, зависит от случайных обстоятельств опыта и заранее точно предсказано быть не может. Можно лишь говорить о вероятности р(хк) принятия случайной дискретной величиной того или иного значения хк, или о вероятности попадания непрерывной случайной величины в тот или иной числовой интервал (х,х+Дх). Вероятность Р(ХК) ИЛИ Р(Х)(ДХ), соответственно, может принимать значения от о (такое значение случайной величины совершенно невероятно) до i (случайная величина заведомо примет значение от х до х+Дх). Соотношение Р(ХК) называют законом распределения
случайной величины, а зависимость р(х) между возможными значениями непрерывной случайной величины и вероятностями попадания в их окрестность называется ее плотностью вероятности (probability density). В Mathcad имеется ряд встроенных функций, задающих используемые в математической статистике законы распределения. Они вычисляют как значение плотности вероятности различных распределений по значению случайной величины х, так и некоторые сопутствующие функции. Все они, посути, являются либо встроенными аналитическими зависимостями, либо специальными функциями. Большой интерес представляет наличие генераторов случайных чисел, создающих выборку псевдослучайных данных с соответствующим законом распределения. Рассмотрим подробно возможности
Mathcad на нескольких наиболее популярных законах распределения, а затем приведем перечень всех распределений, встроенных в Mathcad.

Нормальное (Гауссово) распределение
В теории вероятности доказано, что сумма различных независимых случайных слагаемых (независимо от их закона распределения) оказывается случайной величиной, распределенной согласно нормальному закону (т. н. центральная предельная теорема). Поэтому нормальное распределение хорошо моделирует самый широкий круг явлений, для которых известно, что на них влияют несколько независимых случайных факторов. 
Перечислим встроенные функции, имеющиеся в Mathcad для описания
нормального распределения вероятностей:

· dnorm(x,, ) — плотность вероятности нормального распределения;
· рпогш(х,, ) — функция нормального распределения;
· cnorm(x) — функция нормального распределения для ц=о,с=1;
· qnorm(p,, ) — обратная функция нормального распределения;
· rnorm(M,, ) — вектор М независимых случайных чисел, каждое из которых имеет нормальное распределение; 
• х — значение случайной величины;
• р — значение вероятности;
•  — математическое ожидание;
•  — среднеквадратичное отклонение.

Математическое ожидание и дисперсия являются, по сути, параметрами распределения. Плотность распределения для трех пар значений параметров показана на рис. 1. Напомним, что плотность распределения dnorm задает вероятность попадания случайной величины х в малый интервал от х до х+Дх. Таким образом, например, для первого графика (сплошная линия) вероятность того, что случайная величина х примет значение в окрестности нуля, приблизительно в три раза больше, чем вероятность того, что она примет значение в окрестности х=2. А значения случайной величины, большие 5 и меньшие -5, и вовсе маловероятны.

[image: ]

Рис. 1.

Чтобы найти вероятность попаданя случайной величины в окрестность точки х0 достаточно применить команду dnorm(x0 ,, ) и нажать клавишу =.
Пример 
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Упражнение 1. Построить график плотности вероятности нормально распределенной величины и найти вероятность того, что случайная величина попадет в окрестность точки х0. Отобразить на графике линиями значение вероятность в заданной точке.


	Вариант
	Математическое ожидание
	Среднеквадратическое отклонение
	Точка х0

	1
	0
	3
	2

	2
	0
	5
	1

	3
	1
	1
	1

	4
	0
	3
	2,5

	5
	2
	3
	5

	6
	1
	6
	0

	7
	0
	4
	1

	8
	-1
	2
	-1

	9
	-1
	3
	1

	10
	-2
	2
	3

	11
	1
	1
	1

	12
	0
	1
	2

	13
	0
	6
	-1

	14
	0
	3
	-2

	15
	0
	5
	-3



Функция распределения F(X) (cumulative probability) — это вероятность того, что случайная величина примет значение меньшее или равное х. Как следует из математического смысла, она является интегралом от плотности вероятности в пределах от -°° до х. Функции распределения для упомянутых нормальных законов изображены на рис. 14.2. Функция, обратная F(X) (inverse cumulative probability), называемая еще квантилем распределения, позволяет по заданному аргументу р определить значение х, причем случайная величина будет меньше или равна х с вероятностью р.

Приведем несколько примеров, позволяющих почувствовать математический смысл рассмотренных функций на примере случайной величины х, распределенной по нормальному закону с =о и =1.
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Рис. 2.

Вероятность того, что х примет значение меньше 2
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Вероятность того, что х примет значение больше 2
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Вероятность того, что х будет находится в интервале (2,3)
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Упражнение 2.
Построить график функции распределения для параметров ,  из упражнения 1.

Найти: вероятность того, что х примет значение меньше а
вероятность того, что х примет значение больше а
Вероятность того, что х будет находится в интервале (х1,х2)



	Вариант
	а
	x1
	x2

	1
	2
	1
	3

	2
	4
	1
	2

	3
	2
	1
	2,2

	4
	3
	0
	1

	5
	1
	-1
	1

	6
	2
	0
	4

	7
	3
	0
	5

	8
	1
	-10
	10

	9
	5
	1
	2

	10
	3
	1
	8

	11
	-1
	2
	4

	12
	-5
	1
	10

	13
	1
	2
	4

	14
	2
	4
	9

	15
	1
	7
	10



Если Вы имеете дело с моделированием методами Монте-Карло, то в качестве генератора случайных чисел с нормальным законом распределения применяйте встроенную функцию rnorm. 

В следующем примере  ее действие показано создание двух векторов по м=500 элементов в каждом с независимыми псевдослучайными числами x1i и х2i распределенными согласно нормальному закону. О характере распределения случайных элементов векторов можно судить по рис. 3. 

[image: ]

Рис.3. 

Следующий пример иллюстрирует вычисление среднего mean (x), дисперсии var(x), максимального значения max(x), минимального значение min(x) случайной величины, и построение гистограммы с помощью встроенной функции histogram(bin,x) (здесь bin – количество сегментов разбиения).
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Упражнение 3.

Сгенерировать вектор хi с m элементов с нормальным законом распределения с математическим ожиданием  и среднеквадратическим отклонением  . Построить график хi (i). Найти среднее, дисперсию, максимальное значение, минимальное значение случайной величины, построить гистограмму.

	Вариант
	Математическое ожидание
	Среднеквадратическое отклонение
	m

	1
	0
	3
	100

	2
	0
	5
	1000

	3
	1
	1
	500

	4
	0
	3
	150

	5
	2
	3
	200

	6
	1
	6
	300

	7
	0
	4
	400

	8
	-1
	2
	700

	9
	-1
	3
	900

	10
	-2
	2
	1000

	11
	1
	1
	1200

	12
	0
	1
	300

	13
	0
	6
	200

	14
	0
	3
	2400

	15
	0
	5
	200
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