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Практическое занятие №1. Статика. Плоская система сил.

Цель занятия: изучение способов решения задач на плоскую системы сил
Задача1

         Гимнаст выполняет упражнение на кольцах (рис. 1).
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Построить простейшую механическую модель и определить усилия, возникающие в мышцах брюшного пресса. Масса гимнаста равна 60 кг, рост – 170 см. Используем таблицу антропометрических параметров (см. приложение с.81), согласно которой в горизонтальном положении удерживаются два бедра, две голени и две стопы. Масса этих элементов, которые считаем в данный момент времени неподвижными друг относительно друга,  составляет примерно 40 %  массы человека, т.е. 24 кг. Центр  тяжести горизонтальных элементов можно считать расположенным на расстоянии 0.4 м от центра тазобедренного сустава. Далее составляем механическую модель (рис.2).
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         При этом на основании изложенного принимаем следующие исходные данные.
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Кроме указанных сил возникают еще реакции в тазобедренном суставе, но они не показаны на схеме. Уравнение моментов относительно центра тазобедренного сустава имеет вид
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Отсюда находим
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После вычислений
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Задача 2
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        Человек поднимает одной рукой гирю массой m (рис. 3). Построить механическую модель. Определить усилие в двуглавой мышце плеча в тот момент времени, когда плечо образует с предплечьем  угол 900. Масса гири равна 16 кг.

        Механическую модель представим в виде рис. 4.    

Расчетная схема представлена на рис. 5.
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         Решение задачи сводится к условию равновесия рычага
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Из рис. 4 следует, что 
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          Следовательно,
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Задача 3
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              На рис. 6 изображена девушка, которая стоит на цыпочках на одной ноге. Построить механическую модель девушки, определить реакцию опоры и усилия, возникающие в ахилловых сухожилиях.  

         В положении равновесия (рис.7) внешние силы уравновешиваются. Внешних сил только две  - сила тяжести, которая распределена по всей массе тела, и реакция опоры, которая распределена по поверхности контакта носка правой ступни с опорой. Эту силу можно считать приложенной в одной точке. Очевидно, что реакция опоры направлена вверх по вертикали и равна по модулю силе тяжести.

     Далее рассмотрим равновесие стопы. Стопа находится в равновесии под действием реакции опоры N, реакции голеностопного сустава R и усилия F со стороны ахилловых сухожилий (рис.8).
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             Уравнение моментов относительно центра О голеностопного сустава :
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            Отсюда находим
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          Пусть 
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 согласно [1] имеют такие значения:
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          В соответствии с этим
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         Далее разберем вопрос об устойчивости представленной модели. Никакая модель опорно-двигательного аппарата человека не может быть устойчивой. Это связано с тем, что опорно-двигательный аппарат имеет очень большое число степеней свободы (не менее 244).  Устойчиво стоять на двух ногах и даже на одной ноге сможет только живой человек. Мышечная система человека совместно с нервной системой представляет собой управляемую систему с обратными связями. Даже когда человек спокойно стоит на двух ногах, его мышцы непрерывно сокращаются и расслабляются. Это не заметно невооруженным глазом и называется мышечным тонусом.

Задача 4

          Спортсмен выполняет прыжок в высоту с места (рис. 9). 
[image: image306.png]



                                                            Рис.9
     При этом центр масс спортсмена поднимается на высоту 0,6 м. Определить реакцию опоры и усилия, возникающие в ахилловых сухожилиях. Продолжительность фазы отталкивания считать равной 1 с.
             В момент толчка телу сообщается кинетическая энергия
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По теореме об изменении количества движения
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где 
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- главный вектор всех внешних сил. В проекции на вертикальную ось
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         Для определения усилий в мышцах изобразим расчетную схему

Главный вектор внешних сил
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 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf].
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                Реакция опоры 
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 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf]N

 подлежит определению через усилия в мышцах. Для ее определения рассмотрим равновесие стопы (рис.10).
 На рис. 10 символом 
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 обозначена реакция голеностопного сустава. Уравнение моментов относительно центра О
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приводит к результату


[image: image29.wmf].

b

)

b

a

(

F

N

-

=


В соответствии с этим
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Отсюда определяем силу 
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Найдем значение искомой силы при следующих исходных данных:
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После вычислений получим
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Задача 5
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         Спортсмен поднимает штангу массой 75 кг на высоту 2 м за 2с. Определить какую мощность при этом развивает спортсмен.

Работа по поднятию штанги идет на увеличение ее потенциальной энергии.
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Средняя развиваемая мощность
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            При этом не учтена мощность по увеличению высоты центра масс спортсмена. После вычислений получается, что мощность равна 
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 что составляет одну лошадиную силу. Но из этого нельзя сделать вывод, что мощность спортсмена равна одной лошадиной силе. В этом смысле такое понятие, как мощность к живым людям и животным применяется не так, как к машинам и механизмам.  Рассмотренная мощность по поднятию штанги есть импульсивная мощность. Человек может поднять штангу, но он не может этим заниматься непрерывно в течение всего рабочего дня.

Практическое занятие №2. Статика. Пространственная система сил.

Цель занятия: изучение способов решения задач на прочтранственную систему сил

Задача 6

           Девочка раскачивается на качелях (рис. 12). Внешними силами данной системы являются сила тяжести и натяжения веревок. Девочка раскачивает сама себя. Каким образом действия указанных сил приводят к увеличению амплитуды колебаний и каким образом увеличивается механическая энергия системы?[image: image38.png]



       Механической моделью данной системы является математический маятник (рис. 13).Маятник может (теоретически) совершать и незатухающие колебания, но увеличивать амплитуду колебаний маятник сам по себе не может. Человек, находящийся на качелях, может прилагать определенные усилия и взаимодействовать с качелями, но все это будут внутренние силы, которые не могут изменить движение центра масс системы. Но, тем не менее, человек на качелях может раскачать сам себя и обеспечить амплитуду колебаний до 3600, особенно если использовать не веревку, а жесткий стержень. В основе этого лежит физическое явление, которое называется параметрическим резонансом. Меняя свое положение относительно точки подвеса, человек меняет длину маятника. Если менять длину маятника по периодическому закону, то при определенном соотношении частот возникает параметрический резонанс и амплитуда колебаний увеличивается.

                 Изобразим расчетную схему (рис.13). 
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Дифференциальное уравнение движения
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 EMBED Equation.3  [image: image40.wmf].
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Пусть длина маятника меняется по закону
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Таким образом, уравнение принимает вид
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             Это уравнение нелинейное. Для его решение используем пакет WMAPLE.
Программа решения дифференциального уравнения имеет вид

with(DEtools):

> g:=9.8;

g := 9.8

> L0:=1;

L0 := 1

> h:=0.05;

h := .05

> alpha:=0.1;

alpha := .1

> L:=L0-h*sin(omega*t);

L := 1 - .3 sin(6.260990336 t)

> T0:=2*Pi*sqrt(L0/g);

   T0 := .6388765650 Pi

    > omega:=(4*Pi)/T0;

                         omega := 6.260990336

· dif:=diff(phi(t),t$2)+(g/(L))*sin(phi)=0;
      DEplot(dif,phi(t),t=0..10,[[phi(0)=alpha,D(phi)(0)=0]],
      stepsize=0.01,linecolor=red);

        В результате реализации программы получается зависимость угла φ от времени в виде графика (рис. 14).
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            При решении задачи заданы числовые значения и начальные условия движения. При этом частота изменения длины маятника равна удвоенной частоте его собственных колебаний. Из графика следует, что амплитуда колебаний увеличивается с течением времени. 
          Далее приводится график изменения угла на другом интервале времени (рис. 15).
      В этих двух случаях система близка к резонансу.          Изменим частоту колебаний длины маятника, увеличив ее в пять раз. Тогда получается график,
показанный на рис. 16.

          Как видно из графика нет резонанса и нет никакого увеличения амплитуды.

        Очевидно, что при увеличении амплитуды увеличивается и максимальная кинетическая энергия системы.
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         Эта энергия возрастает за счет работы внутренних сил, т.е. качели раскачиваются за счет внутренней энергии того человека, который качается на качелях.
Задача 7
           По условиям предыдущей задачи определить натяжения веревок и проанализировать полученные результаты.

          Используем модель математического маятника (рис.17). 
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.

        Считая груз, подвешенный на нити, материальной точкой, составим дифференциальное уравнение движения в проекции на нормаль к траектории
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        Отсюда находим
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       Пусть амплитуда колебаний равна 900. В этом случае в момент максимального отклонения маятника от положения равновесия реакция нити равна нулю. В применении к качелям это означает состояние невесомости для человека, качающегося в момент прохождения положения равновесия
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             В этом случае реакция опоры больше силы тяжести. На человека действует перегрузка. Таким образом, при качании на качелях невесомость и перегрузки поочередно сменяют друг друга.

               И то, и другое вредно для здоровья. Трудно себе представить, что кто-то может качаться на качелях несколько часов подряд. А вот на кораблях некоторые люди ходят по морю по нескольку месяцев. По воздействию на человека корабль – это те же качели, только эти «качели» нельзя в любой момент остановить (рис. 18).       
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Рис. 18
           Качка корабля отрицательно влияет на человека, вызывая морскую болезнь. Длительному состоянию невесомости подвержены космонавты во время космических полетов. Для уменьшения вреда здоровью космонавтов используются предварительные тренировки на Земле. После полета и возвращения на Землю необходим определенный период адаптации. Перегрузки также являются злейшим врагом летчиков и космонавтов.

Задача 8

                   Автомобиль SAAB (рис.19) разгоняется до скорости 100 км/час за 7 с.

Какая сила прижимает при этом водителя к спинке сидения?

         Автомобиль движется при разгоне с ускорением
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        Если искать силу, приложенную к водителю и направленную назад, которая якобы и прижимает водителя к спинке сидения, то такой силы не существует. Сила это есть действие одного тела на другое. Если на тело действует сила, это значит, что действует другое тело. Если такого тела нет, то нет и силы. Реальная сила, которая действует на водителя в горизонтальном направлении, - это сила со стороны спинки сидения. Спинка действует на водителя с силой
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         По 3-му закону Ньютона водитель действует на спинку с такой же силой, но направленной в противоположную сторону. Водителю, сидящему за рулем, кажется, что на него действует какая-то сила, направленная назад, а на самом деле к нему приложена сила со стороны спинки, направленная вперед. Это связано с тем, что система отсчета, связанная с автомобилем, является неинерциальной, где законы Ньютона не выполняются.

       Отношение найденной силы к силе тяжести называется перегрузкой. В данном случае перегрузка составляет 0,4, что совершенно безопасно для человека.

Задача 9

[image: image315.png]



             Сверхзвуковой самолет (рис. 20) пикирует. Скорость самолета 400 м/с и радиус кривизны его траектории при выходе и пике составляет 2000 м. Определить перегрузку, которой в этот момент подвергается пилот самолета.

             Ускорение пилота


[image: image49.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]R
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. На пилота действуют две силы: 
[image: image51.wmf]mg

- сила тяжести и 
[image: image52.wmf]N

- реакция опоры. Заметим еще раз, что никакой центробежной силы на пилота не действует.

          Равнодействующая указанных сил сообщает ускорение пилоту.

            Дифференциальное уравнение движения в проекции на нормаль к траектории
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откуда найдем
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Перегрузка
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После вычислений
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             Такая перегрузка является опасной. С ударом ее сравнить нельзя она постепенно нарастает и постепенно убывает. В результате получается, что перегрузка от 3 до 5 действует несколько секунд.  Это и является опасным. Например, когда человек прыгает со стула, то перегрузка пятикратная, но человек ее не ощущает ввиду очень малой  продолжительности перегрузки.

          Большинство проблем ракетостроения направлено на то, чтобы уменьшить ускорение при старте и в то же время получить космическую скорость.

Задача 10

       По условиям предыдущей задачи определить время действия опасной перегрузки на пилота истребителя.

[image: image316.png]


Пусть самолет летит по окружности радиуса 2000 м в вертикальной плоскости со скоростью 400 м/с. Будем считать, что восьмикратная перегрузка является опасной.

Уравнение движения в проекции на нормаль к траектории
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При восьмикратной перегрузке
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Отсюда
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         После вычислений найдем угол φ = 1000. Таким образом, при перегрузке не менее 8 самолет описывает дугу 2000, что соответствует дуге
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При скорости 400 м/с это занимает 17 с. Без специальной предварительной подготовке такую перегрузку выдержать  трудно.

Практическое занятие №3. Статика опорно-двигательного аппарата.

Цель занятия: изучение способов решения статических задач по опорно-двигательному аппарату.
Задача 11
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     Почему бегущий человек, стремясь получить высокую скорость бега, должен интенсивно работать руками (рис.22)?
Рассмотрим процесс бега с точки зрения сил, действующих на человека в разные моменты времени. Пусть в момент времени, изображенный на рисунке, правая нога опорная, левая свободная. На человека действуют сила тяжести, нормальная реакция и сила трения, приложенная к опорной ноге и направленная вперед.

        Выберем систему координат в точке пересечения силы тяжести с горизонтальной плоскостью и изобразим указанные силы.
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           Из схемы на рис. 23 видно, что нормальная реакция имеет момент относительно оси у, а сила трения имеет момент относительно оси z. Первый момент можно компенсировать наклонами туловища. Второй момент компенсировать сложнее. Представим себе, что человек бежит и руки у него неподвижны относительно туловища. Сила трения сообщает ему угловое ускорение относительно вертикальной оси. Бегущий человек начинает поворачиваться относительно этой оси до тех пор, пока левая нога не оттолкнется от земли и угловая скорость  не поменяет знака. Таким образом, при беге человек будет непрерывно совершать колебания относительно вертикали. Движения рук гасят колебания туловища и обеспечивают стабилизацию движения.

Задача 12

              Спортсменка совершает прыжок в воду.  Из исходного положения она поворачивается вокруг оси, проходящей через точку опоры перпендикулярно плоскости чертежа. 
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            Расстояние от точки опоры да центра масс равно b =1.4 м и эта линия составляет с горизонтом угол  
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.                 После того, как линия, соединяющая точку опоры с центром масс спортсменки, повернется на угол 
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, происходит толчок. В момент толчка в результате взаимодействия с опорой спортсменке сообщается импульс Ф под углом 
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 к линии, соединяющей точку опоры с центром масс. Определить скорость центра масс, угловую скорость  и положение спортсменки через 0,15 с после толчка.

        Пусть А – точка опоры, С – центр масс. Изобразим положение линии АС в различные моменты времени. 

      Сначала рассмотрим вращательное движение спортсменки вокруг оси, проходящей через точку опоры перпендикулярно плоскости чертежа (рис. 26).

         Дифференциальное уравнение движения
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                                                               Рис. 26
             Умножим обе части уравнения на 
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Интегрируем в пределах
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Отсюда угловая скорость в момент толчка
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Скорость центра масс в момент толчка
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Проекции на оси
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              Время действия импульса считаем очень малым, так что перемещениями тела за этот интервал времени пренебрегаем. От импульса зависит формирование начальных условий движения для последующего интервала времени. 

 По теореме импульсов
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       По теореме об изменении кинетического момента
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         Отсюда находим
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             Таким образом, получены начальные условия для режима свободного движения.
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          Движение после толчка рассматриваем как плоскопараллельное (рис. 27).

Рис. 27

Уравнения движения 
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Интегрирование уравнений движения приводит к результату
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          Для доведения задачи до числовых результатов и графиков используем пакет

WMAPLE.
> m:=50;
> alpha:=Pi/6;
> b:=1.4;
> J:=20;
> g:=9.8;
> omega0:=sqrt((m*g*b*0.7)/J);
> V0:=omega0*b;
> V0x:=omega0*sin(alpha);
> V0y:=-omega0*cos(alpha);
> Phi:=300;
> Wx:=V0x+(Phi/m)*0.7;
> Wy:=V0y+0.7*(Phi/m);
> Omega0:=omega0+(Phi*b/J)*sin(Pi/8);
> x0:=b*cos(Pi/6);
> y0:=b*sin(Pi/6);
> phi0:=Pi/6;
> x:=Wx*t;
> plot(x,t=0..0.15,thickness=2);
[image: image79.png]08

06

04

02

002

004

0.8

0.8

X}

02

04




> y:=Wy*t-0.5*g*t^2;
· [image: image321.png]


plot(y,t=0..0.15,thickness=2);
> omega:=Omega0;
> phi:=phi0+omega*t;
         > plot(phi,t=0..0.15,thickness=2);
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15

05

0h2

004

0.8

0.8

X}

iRE]

014




         В результате анализа графиков получаем координаты спортсменки через 0,15 с после толчка.
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         Это примерно соответствует рисунку.
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Задача 13
          Лыжник идет на лыжах попеременным двухшажным ходом. Изобразить все силы, действующие на лыжника в изображенных ниже четырех  позициях.

          Попеременный двухшажный ход состоит из двух скользящих шагов и двух толчков палками, причем на каждый шаг приходится один толчок палками.

                Первая позиция (рис.29) – толчок левой ногой и правой палкой.     

          Действующие силы – сила тяжести нормальные реакции и силы трения.      Направления сил показано на схеме.  
[image: image83.png]


 
             Вторая позиция (рис. 29) – скольжение на правой ноге. Правая нога скользит, сила трения направлена назад, но она значительно меньше силы трения, направленной вперед.

[image: image84.png]



            Третья позиция (рис. 30) – продолжается скольжение на правой ноге. Левая нога идет вперед.      

                Четвертая позиция (рис. 30) – заканчивается толчок левой палкой, готовится толчок левой ногой и правой палкой.
Задача 14

         Лыжник идет на лыжах одновременным двухшажным ходом (рис. 31). 
     Изобразить все силы, действующие на лыжника в изображенных шести   позициях.     [image: image85.png]


 
        Одновременный двухшажный ход заключается в том, что на два скользящих шага вперед (правой и левой ногой ) приходится один толчок палками, которые одновременно выносятся вперед и ставятся на снег.
 Во время первого скользящего шага выносятся обе палки вперед свободным маховым движением рук. Палки ставятся на снег на уровне носка лыжи толчковой ноги. Во время дальнейшего скольжения на этой ноге делается сильный толчок одновременно обеими палками. Окончание такого толчка совпадает с приставлением ноги для скольжения на обеих лыжах, постепенно выпрямляясь.

      Позиция первая (рис.31) – исходное положение , скольжение на двух лыжах с постепенным выпрямлением. Действующие силы – сила тяжести, нормальные реакции и силы трения. 
[image: image322.png]


      Позиция вторая (рис. 31)  - толчок правой ногой. Палки выносятся вперед. Действующие силы – сила тяжести, нормальные реакции и силы трения.

      Позиция третья (рис. 32) - левая нога приставляется. Палки продолжают выноситься вперед и ставиться на снег. 

       Четвертая позиция (рис. 32) - толчок левой ногой .Правая нога приставляется, палки ставятся на снег.

[image: image323.png]


         Пятая позиция (рис.33) -  сильный толчок двумя палками. Действующие силы – сила тяжести, нормальные реакции, силы трения и реакции палок.

         Шестая позиция (рис.33) - туловище выпрямляется, возврат к исходному  -положению.
Задача 15

          Прыжок в высоту с разбега. Спортсмен массой 70 кг прыгает с разбега через перекладину (рис.34).

[image: image86.png]



Рис. 34
      Высота, на которой установлена перекладина,  Н = 2,4 м (мировой рекорд!). Скорость разбега V = 6 м/с . Какая часть  кинетической энергии разбега превращается в энергию прыжка? Считать, что прыжок в высоту с места поднимает центр масс спортсмена на a = 0,6 м.     
         Если спортсмен прыгает на 2,4 м при начальной высоте центра масс h  = 1 м, то это не значит, что центр масс спортсмена при прыжке поднимается на высоту 1,4 м. В действительности эта высота меньше. Заметим, что центром масс системы называется геометрическая точка, координаты которой вычисляются по известным формулам. Центр масс человека находится внутри него не при любой позе и не при любой ориентации человека.  В положении, показанном на рисунке, центр масс находится ниже перекладины примерно на 0,1 м.

      Таким образом, оставшиеся 0,7 м должны быть преодолены за счет энергии разбега
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       Кинетическая энергия разбега
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        Отношение
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Практическое занятие №4. Общие теоремы динамики системы.

Цель занятия: изучение способов решения задач с применением общей теоремы динамики системы.
Задача 16     
[image: image325.wmf]           Прыгун в высоту (рис. 35) должен преодолеть планку на высоте Н = 2,4 м. Высота его центра масс во время толчка h = 1м. Пусть – расстояние от точки, в которой производится толчок, до вертикальной плоскости, проходящей через планку принять равным    b = 0.8 м.

           Коэффициент трения в момент толчка f = 0,9, считать продолжительность толчка равной 
[image: image89.wmf].
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 Максимальная высота центра масс от земли равна 2,3 м.

          В момент отталкивания от опоры на прыгуна действует импульс Ф. Проекции импульса на координатные оси можно найти. Вертикальная составляющая импульса определяется высотой подъема центра масс от начального положения:
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         После вычислений
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          С другой стороны
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          Отсюда находим нормальную реакцию
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        Для определения горизонтальной составляющей нужно знать силу трения и продолжительность толчка:
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 EMBED Equation.3  [image: image95.wmf]
           Зная эти величины можно сразу записать кинематические уравнения движения центра масс.
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            Это есть параметрические уравнения параболы. Найдем координаты ее вершины. В точке максимума
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          Отсюда
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где t0 – время движения центра масс до вершины траектории.

          Далее находим координаты вершины траектории
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 EMBED Equation.3  [image: image100.wmf].
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             Из второго соотношения находим 
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что просто подтверждает правильность решения задачи.

             Из первого уравнения находим
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            С другой стороны, 
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            Следовательно, можно определить V0. После вычислений находим
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           Далее приводится обработка решения на ЭВМ (WMAPLE).
                               m := 70

> g:=9.8;

                               g := 9.8

> V0:=6.1;

                              V0 := 6.1

> Fx:=-318;

                              Fx := -318

> Fy:=353;

                              Fy := 353

> x:=(V0+Fx/m)*t;

                          x := 1.557142857 t

> y:=(Fy/m)*t-0.5*g*t^2;

                                                       y := --- t - 4.90 t

> plot([x,y,t=0..1],thickness=2);
         В результате получаем график (рис.36) 
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Рис. 36
Задача 17     

[image: image326.png]


       На рис. 37 изображен лыжник на соревнованиях по скоростному спуску с горы. Изобразить все силы, действующие на лыжника, и объяснить их действия.

На лыжника действуют следующие силы:

[image: image327.png]


Р = сила тяжести,   N1, N2- нормальные реакции,  R1, R2 - реакции со стороны лыж,  R   - реакция правой палки, F1, F2  - силы трения (рис. 38).

        Сила тяжести приложена в центре масс, направлена   вертикально вниз и стремится прижать лыжника к земле. Нормальная реакция направлена по нормали к поверхности горы и в сумме с силой тяжести образует скатывающую силу, под действием которой лыжник скатывается с горы.

Задача 18

               Спортсмен массой 60 кг подтягивается на перекладине (рис.39).    Определить максимальное нормальное напряжение в плечевой кости в тот момент, когда угол между плечом и предплечьем составляет 900.
[image: image106.png]



                                        Рис. 39                   Рис.40
            Рассмотрим подробнее процесс подтягивания спортсмена на перекладине. Колебания и динамику этого процесса пока не рассматриваем. 
          В исходном положении корпус занимает вертикальное положение и угол между плечом и предплечьем составляет 800. Затем спортсмен начинает подтягивание (рис. 40). Угол между плечом и предплечьем уменьшается, но, как и в исходном положении, центр масс спортсмена в любом положении расположен в вертикальной плоскости, проходящей через перекладину. Для того чтобы это было возможно, корпус спортсмена отклоняется от вертикали на некоторый небольшой угол, так что вертикальная линия, проходящая через центр масс, пересекается с перекладиной.
         При построении механической модели используем таблицу антропологических параметров (см. Приложение). 

              Механическая модель с размерами показана на рис.41.
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Необходимо определить уголь наклона корпуса к вертикали. Для этого рассмотрим векторный многоугольник.

Векторное уравнение
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спроектируем на ось Оу                                                                                                                                        
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 EMBED Equation.3  [image: image110.wmf].
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После вычислений
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 EMBED Equation.3  [image: image112.wmf].
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          Рассматривая равновесие всей системы, как твердого тела, получаем, что реакция перекладины Ro равна по величине весу гимнаста.

         Далее рассмотрим равновесие предплечья (рис. 42).
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Уравнение моментов относительно точки А
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 EMBED Equation.3  [image: image115.wmf].
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         Отсюда
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          С учетом того, что
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 EMBED Equation.3  [image: image118.wmf]P
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находим
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           Далее рассмотрим равновесие корпуса (рис. 43)
           Уравнения равновесия
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      Наконец, рассмотрим равновесие плеча (рис. 44).
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             Уравнения равновесия
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              В результате решения уравнений равновесия получим алгоритм для определения реакций связей

А л г о р и т м
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Задача 19

        Человек поднимает одной рукой гантель весом Р (рис.45). Построить механическую модель. Определить распределение поперечных сил, возникающих в предплечье  в тот момент времени, когда плечо образует с предплечьем  угол 900. Масса гантели равна 16 кг.
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[image: image331.png]Puc. 10




       Механическая модель показана на рис. 46, расчетная схема на рис.47.

   Составим уравнения равновесия
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 EMBED Equation.3  [image: image132.wmf]å
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       Решение уравнений приводит к результату
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 EMBED Equation.3  [image: image137.wmf]
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         Используя рис. 47 и таблицу (см. Приложение), принимаем такие размеры
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       В соответствии с этим
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        Поперечная сила в любом сечении равна алгебраической сумме внешних поперечных сил, расположенных слева от сечения. Исходя и этого, построим эпюру поперечных сил (рис. 48).
                                                             Рис. 48
Задача 20

             По условиям задачи 19 определить распределение изгибающих моментов по длине предплечья.
          Для решения задачи достаточно построить эпюру изгибающих моментов. Изгибающий момент в любом сечении равен алгебраической сумме всех сил, расположенных слева  от сечения.
      На участке 
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      На участке  
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      В точке 
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      Эпюра изгибающих моментов имеет вид, показанный на рис. 47. (рис.49):
Рис. 49

        Таким образом, максимальное значение изгибающего момента равно 5,12 Нм.
Практическое занятие №5. Динамика плоского движения твердого тела.

Цель занятия: изучение способов решения задач на плоское движение твердого тела.
Задача 21

       По условиям задачи  20 найти максимальное  нормальное напряжение, возникающее в предплечье.

       Для решения задачи необходимо знать момент инерции сечения предплечья. Для этого предположим, что предплечье представляет собой брус круглого сечения диаметром d = 3,2 см. 
       Осевой момент сопротивления
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       Максимальное нормальное напряжение
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        На основании решения предыдущей задачи максимальное значение изгибающего момента принимаем равным 5,12 Нм. В соответствии с этим после вычислений получим.
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Задача 22

[image: image334.png]Puc. 20



         Человек катится на роликовых коньках по горизонтальной плоскости (рис. 50), сохраняя вертикальное положение с постоянной скоростью V. Затем он теряет равновесие и начинает падать вперед. Определить траекторию точки, максимально удаленной от точки контакта человека с плоскостью в системе координат, связанной с центром масс и движущейся поступательно со скоростью V.

      Для решения задачи используем модель сплошного однородного стержня (рис. 51).

[image: image335.png]Puc. 37



 
                                                                   Рис. 51
          Пусть стержень длиной L движется так, что точка В движется по оси Ох. На стержень действуют только две силы – сила тяжести и нормальная реакция. Из этого следует, что ускорение центра масс стержня направлено по вертикали и в указанной системе координат точка С движется по оси Оу.
                     Отметим на рисунке координаты точек и используем теорему Пифагора
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                   Это есть уравнение траектории точки А. Таким образом, точка А движется по эллипсу.
Задача 23

      По условиям задачи  22 составить дифференциальные уравнения движения конькобежца. 

       Как и в предыдущей задаче, используем модель сплошного однородного стержня. Изобразим на схеме неподвижную систему координат, стержень, действующие силы и все остальные необходимые величины.
[image: image153.png]



Рис. 52

        Стержень имеет две степени свободы. В качестве независимых обобщенных координат выбираем абсциссу х центра масс и угол ( , образованный стержнем с горизонтальной осью.  Ордината у центра масс определится из уравнения связей
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             Движение стержня разлагаем на переносное поступательное и относительное вращательное. За полюс принимаем центр масс. Используем теорему о движении центра масс.

    Уравнение движения центра масс


[image: image155.wmf].

;

0

mg

N

y

m

x

m

-

=

=

&

&

&

&


    Уравнение движения стержня относительно центра масс
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      Исключая нормальную реакцию и используя уравнение связей,  составим дифференциальные уравнения движения для независимых обобщенных  координат:
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     Это есть искомые  дифференциальные уравнения.

Задача 24

      По условиям задачи  22 составить дифференциальные уравнения движения конькобежца с учетом трения. 

       Ко всем силам, показанным на  рис. 52, добавим силу трения (рис.53).
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Рис. 53

Уравнение движения центра масс
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Уравнение движения стержня относительно центра масс
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         Сила трения


[image: image161.wmf],
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где  f – коэффициент трения.
      Исключая нормальную реакцию и используя уравнение связей,  составим дифференциальные уравнения движения для независимых обобщенных  координат:
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        Получена система нелинейных дифференциальных уравнений, которая может быть численно решена с использованием ЭВМ.
Задача 25

         По условиям задачи  22 найти зависимость угловой скорости конькобежца от угла его наклона к горизонту.

         Дифференциальное уравнение движения запишем, используя решение задачи  22. 
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       Выполним следующее преобразование переменных:
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       В соответствии с эти получим дифференциальное уравнение в новых переменных
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      Левую часть этого уравнения представим как производную по углу поворота от произведения двух функций, одна из которых зависит от угла ( , другая  - от 
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       После преобразований
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получим соотношения
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Этим уравнениям удовлетворяют функции
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         Таким образом, дифференциальное уравнение, определяющее угловую скорость как функцию угла поворота, принимает вид
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       Отсюда
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где С – постоянная интегрирования, подлежащая определению из начальных условий движения.
             Квадрат угловой скорости
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             Найти угол поворота как функцию времени из этого уравнения аналитически не представляется возможным.
Задача 26

[image: image336.png]


          Гимнастка выполняет упражнение на бревне. В момент времени, показанный на рисунке гимнастка находится в неустойчивом равновесии и линия, соединяющая точку опоры и центр масс спортсменки расположена вертикально. 

         Пусть спортсменка, не меняя позы поворачивается относительно бревна. Необходимо определить угол, на который повернется спортсменка относительно исходного положения в момент отрыва от бревна. 
         Для решения задачи подходит модель плоского движения твердого тела, которое опирается на опору малой площади.                                                                                                                                                                                                      
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Рис. 55

         Рассмотрим текущее положение.
        Уравнения вращательного движения относительно точки опоры
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где J –момент инерции,  L - расстояние от точки опоры до центра масс.
          Представим это уравнение в виде
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          Интегрируем
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          В результате получим
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           Отсюда находим
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           Теорема о движении центра масс в проекции на ось х имеет вид
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 EMBED Equation.3  [image: image181.wmf].
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           Абсцисса центра масс
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Проекция  скорости центра масс на ось х
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Проекция  ускорения центра масс на ось х
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 EMBED Equation.3  [image: image185.wmf].
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         Пусть угол ( является углом в момент отрыва. В этом случае горизонтальная реакция опоры обращается в нуль и
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       Учитывая, что
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получим
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         Заметим, что найденный угол в момент отрыва не зависит ни от размеров, ни от инерционных характеристик тела.
Практическое занятие №6. Динамика опорно-двигательного аппарата.

Цель занятия: изучение способов решения динамических задач по опорно-двигательному аппарату
Задача 27
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                Парашютист массой 75 кг спускается на парашюте. Какова должна быть скорость приземления  без опасности повредить берцовые кости ног?

       Будем считать, что парашютист приземляется на обе ноги одновременно. Установлено, что допустимая сила, действующая на берцовые кости, равна 105 Н.
    Сила, действующая на кости ног
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где 
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 - ускорение в процессе приземления. В момент касания ног земной поверхности приземление только начинается. Далее происходит деформация тела парашютиста, так что его центр масс продолжает движение и опускается до момента полной остановки на некоторую высоту h.  В самом худшем случае, когда  парашютист (неопытный) приземляется на прямые ноги, эта величина составляет 4 см.
        Скорость приземления связана с ускорением и величиной h зависимостью
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        Найдем отсюда ускорение и подставим в выражение для силы
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      Отсюда
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     После вычислений
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Подсчитаем, с какой высоты необходимо прыгнуть без парашюта, для достижения этой скорости.  Для этого достаточно воспользоваться формулой


[image: image196.wmf],

2

2

g

V

H

=


которая приводит к результату
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Задача 28
         Парашютист- профессионал массой 75 кг спускается на парашюте. Какова должна быть скорость приземления  без опасности повредить связки и сухожилия?

       Будем считать, что парашютист приземляется на обе ноги одновременно на носки, затем сгибает ноги в коленях и заканчивает приземление в низкой стойке. При этом центр масс опускается относительно исходного положения на 0,6 м. Допустимую нагрузку будем  считать равной 6,5mg.
        Для решения задачи используем формулу, полученную в предыдущей задаче:
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     Подстановка числовых значений приводит к результату.
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      Соответствующее значение высоты Н
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        Последний результат показывает, что и для профессионала прыжок с парашютом требует серьезной подготовки.
Задача 29
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                Мужчина (рис. 58) в стойке «арабеск» находится на скамейке Жуковского  и вращается вокруг вертикальной оси с угловой скоростью (1 =  = 1 рад/с. Момент инерции J1 относительно оси вращения принять равным  8 кг(м2. Затем мужчина принимает стойку «смирно», что соответствует моменту инерции J2 = = 1,2 кг(м2. Определить угловую скорость (2  в положении «смирно». Момент инерции платформы без груза равен J = 0,5 кг(м2. Трение в подшипниках платформы не учитывать.
    Человека с платформой рассматриваем как одну                                                                                механическую систему.  

                                 Рис. 58

           Внешними силами, действующими на эту систему, являются силы тяжести и реакции подшипников платформы. Так как трение не учитывается, то сумма моментов всех внешних сил относительно оси вращения равна нулю. Следовательно, выполняется закон сохранения кинетического момента относительно оси вращения.

          В соответствии с этим
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         Отсюда
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         После вычислений


[image: image203.wmf]5

2

=

w

 рад/с.
Задача 30

              По условиям задачи  29 определить изменение кинетической энергии системы. Найти сумму работ всех сил. Какие силы совершают работу?
        Для решения задачи используем теорему об изменении кинетической энергии системы, которая состоит в следующем.

      Изменение кинетической энергии системы равно алгебраической сумме работ всех внешних и внутренних сил.
       Таким образом, внутренние силы не изменяют кинетического момента системы, но совершают работу и следовательно изменяют кинетическую энергию системы. Работа внешних сил в данном случае равна нулю.

            Итак, работу совершают мышцы человека, находящегося на скамейке. Для того, чтобы перейти из положения «арабеск» в положение «смирно», человек совершает работу, которая равна изменению кинетической энергии.
      Кинетическая энергия в положении «арабеск»
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     Кинетическая энергия в положении«смирно»
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     Изменение кинетической энергии
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   Вычисления по этой формуле приводят к результату
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Задача 31

[image: image340.png]


       Спортсменка прыгает в воду с вышки высотой 5 м  ( рис. 59) из состояния покоя, т.е. она не отталкивается от опоры, которая предполагается жесткой. С точки зрения механики это означает наличие нулевых начальных условий движения. Центральный момент инерции JC относительно фронтальной оси  принять равным 15 кг(м2. Расстояние от точки опоры до ОЦМ составляет  0,8 м.

       Определить угловую скорость спортсменки в момент погружения в воду.

Движение спортсменки разбиваем на два этапа. На первом этапе происходит поворот относительно опоры, число степеней свободы равно единице и положение спортсменки определяется одной координатой – углом (. При некотором 
значении угла ( реакция опоры обращается 
                       Рис. 59                      в нуль, происходит освобождение от связи и число степеней свободы становится равным трем. Положение спортсменки определяется тремя координатами – углом ( и двумя координатами центра масс. Изобразим расчетную схему на первом этапе движения (рис.60).
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             Кинетическая энергия спортсменки
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            Далее находим сумму мощностей всех сил
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где L = OC. Знак «минус указывает на то, что величина 
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 - отрицательна.
             Для составления дифференциального уравнения движения используем теорему об изменении кинетической энергии в таком варианте.

Производная по времени от кинетической энергии системы равна алгебраической сумме мощностей всех сил.

            В соответствии с этим
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          Отсюда находим
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и после преобразования переменных
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и интегрирования
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найдем 
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       Далее запишем уравнение движения центра масс спортсменки в проекции на горизонтальную ось:
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      С другой стороны,
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       Пусть при некотором значении угла 
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 реакция Rx обращается в нуль. В этот момент происходит потеря контакта спортсменки с опорой и величина 
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 обращается в нуль. Тогда угол ( определится из системы уравнений
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        В результате решения этой системы уравнений получим
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        После потери контакта с опорой спортсменка движется как свободное тело и при этом сумма моментов всех сил относительно центра масс равна нулю. Следовательно, угловая скорость при 
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 сохранится и будет находиться по формуле
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       Момент инерции
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         Подсчитаем числовые значения, полагая массу спортсменки равной

 60 кг. В результате получается 2,4 рад/с. Это большая угловая скорость. Получится меньше, если учесть сопротивление воздуха, но не намного. Вывод отсюда такой, что практически такой прыжок трудно выполним, и при погружении в воду произойдет опрокидывание тела.

Задача 32

        По условиям задачи № 31 определить угол наклона вектора скорости центра масс к вертикали в момент погружения в воду. 

        За начало отсчета времени примем тот момент,  когда угол 
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. В этот момент
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        При свободном движении эта скорость сохраняется.

       Вертикальная составляющая скорости в начальный момент
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         Вертикальная скорость при погружении (погружении центра масс) найдется по формуле
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        После вычислений получим
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       Далее находим угол (;
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Задача 33

           Платформа в виде однородного диска массой М = 140 кг может 
[image: image341.png]A=,
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вращаться  вокруг неподвижной вертикальной оси. На краю платформы стоит человек массой 70 кг (рис.61). 

         На какой угол повернется платформа в результате того, что человек пойдет вдоль края платформы и, обойдя ее, вернется в исходную точку платформы? 

        Платформу и идущего по ней человека рассматриваем как одну механическую систему. На эту систему действуют следующие внешние силы:  сила тяжести человека,  сила тяжести платформы и реакции подшипника. Сумма моментов этих сил относительно оси вращения платформы равна нулю. Следовательно для рассматриваемой системы выполняется закон сохранения момента количества движения относительно вертикальной оси. Так как в начальный момент времени система была неподвижна и момент количества движения был равен нулю, то он равен нулю и в любой другой момент времени.

               Пусть u – скорость человека относительно платформы, ω – угловая скорость платформы, R – радиус платформы.  Момент количества движения человека считаем положительным, а момент количества движения платформы отрицательным.

         Момент количества движения платформы
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где J – момент инерции платформы.

  Так как платформа считается сплошным однородным диском, то
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   Момент количества движения человека относительно вертикальной оси
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 где V – абсолютная скорость человека: 


[image: image240.wmf].

R

u

V

w

-

=


       С учетом этого момент количества движения человека
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      По закону сохранения момента количества движения
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Отсюда, учитывая, что масса платформы вдвое больше массы человека, находим угловую скорость платформы
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Далее,  запишем такие соотношения:
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где φ – угол поворота платформы, s – путь, пройденный человеком по краю платформы. С учетом этих соотношений получим дифференциальное уравнение.
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Интегрируем 
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После интегрирования и подстановки пределов получим
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Ответ: платформа повернется на угол 1800.

Задача 34

      Спортсмен выполняет приседания, удерживая на плечах штангу массой 50 кг (рис. 62).
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        Масса спортсмена равна 75 кг. Для позы спортсмена, показанной на рисунке, определить упругие моменты, возникающие в тазобедренном  и коленном суставах. 
     Геометрические размеры принять следующие:

            AB = 0.5 м;    BC = 0.45 м; 
  CD = 0.7м;     CE = 0.2 м;
      Расчетную схему представим в виде гнутого стержня с основанием на горизонтальной плоскости (рис. 63), состоящего из трех элементов АВ, ВС и CD.
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   Рассмотрим равновесие элемента CD (рис. 64).

                Уравнение моментов относительно точки С дает
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                После вычислений получим результат
МС = 185 Н м.
[image: image344.png]Puc. 65



                Коэффициент ½  поставлен исходя из того, что у человека два тазобедренных сустава.

Далее рассмотрим равновесие системы, состоящей из двух элементов BC и  CD (рис.65).  Уравнение моментов относительно точки В приводит к  соотношению
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После вычислений получаем
МС = 79 Нм.
Оба найденных момента направлены на разгибание в суставе.

Практическое занятие №7. Биодинамика сердца.

 Цель занятия: изучение способов решения задач по биомеханике сердца.

Задача 35  

[image: image345.png]


      Спортсмен выполняет приседания, удерживая на плечах штангу массой 50 кг (рис.66). Масса спортсмена равна 75 кг. Для позы спортсмена, показанной на рисунке, определить упругие моменты, возникающие в тазобедренном  и коленном суставах. 
                                                            Рис. 66

 Геометрические размеры принять следующие:

AB = 0.5 м;   BC = 0.45 м;   CD = 0.7м; CE = 0.2 м.
         Расчетную схему представим в виде гнутого стержня с основанием на горизонтальной плоскости, состоящего из трех элементов АВ, ВС и CD.      
        Рассмотрим равновесие элемента CD (рис. 67)         
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Рис. 67
        Уравнение моментов относительно точки С дает


[image: image250.wmf].

70

cos

)

(

2

1

o

CE

G

CD

P

M

C

×

+

×

=


        После вычислений получим результат

[image: image347.png]


МС = 77 Н м.

         Для  определения момента в коленном суставе рассмотрим равновесие системы, состоящей из элементов ВС и CD (рис. 68).

          Уравнение моментов относительно точки В приводит к соотношению
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После вычислений получаем

МС = 184 Нм.

Оба найденных момента направлены на разгибание в суставе. 

                                                                                                                   Рис. 68
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Задача 36

           В этой задаче рассмотрим определение моментов в суставах для схемы к задаче  34 но с учетом динамики процесса. Пусть спортсмен делает 10 приседаний за 20 с. Движение центра масс спортсмена рассматриваем как гармоническое по закону
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          Амплитуду а принимаем равной 0,6 м. 

         Ко всем действующим силам (см. рис. 63,64) необходимо добавить силы инерции. Для определения сил инерции найдем ускорение центра масс
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         Максимальная сила инерции


[image: image255.wmf]m

ma

6

2

=

=

F

p


или


[image: image256.wmf].

6

.

0

8

.

9

92

.

5

mg

mg

=

=

F


где   m - масса гимнаста или масса штанги в зависимости от того, к какому телу прикладывается сила инерции.
         Сила тяжести равна mg, силы инерции к силам тяжести прибавляются, следовательно, к весу спортсмена и штанги необходимо прибавить еще по 0.6 таких же веса. Другими словами моменты,  действующие в суставах, увеличиваются в 1.6 раза. В этом случае

МС = 298 Нм;   МВ = 126 Нм.
       Такие цифры не способствуют укреплению здоровья спортсмена.
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Задача 37

        Решить задачу  36 для приседания спортсмена со штангой в позе, которая показана на следующем рис. 69. Необходимо определить  моменты, действующие в тазобедренном и коленном суставах,  в состоянии покоя и в динамике.
Такая поза отличается от других большими углами наклона корпуса и бедра и, даже не решая задачи,  можно сделать вывод об опасности такого упражнения. Тазобедренный сустав работает на сгибание, а коленный - на разгибание.         

                     Рис. 69
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                Расчетная схема и расчетная схема для определения  момента в тазобедренном суставе приведена на рис. 70.
                                                                Рис.70
  Уравнение моментов относительно точки С
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приводит к результату

МС = 219 Нм
[image: image350.png]


в состоянии покоя.
               При приседаниях со скоростью одно приседание за 2 с в соответствии с решением задачи  36
МС = 350 Нм,
что является недопустимым.
             Для определения момента в коленном суставе составляем следующую расчетную схему (рис. 71).
Здесь рассматривается равновесие системы, состоящей из двух элементов – BC и CD.
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        Зная массы и геометрические размеры,                                Рис. 71
AB = 0.5 м;    BC = 0.45 м;   CD = 0.7м;

CE = 0.2 м;  G = 75g; P =50g,
производим вычисления, в результате которых получаем
МВ = - 42 Нм
в состоянии покоя.

        В динамике при приседаниях со скоростью одно приседание за две секунды в соответствии с решением задачи  36

МВ =- 67 Нм
       Знак «минус» указывает на то, что сустав работает на сгибание.
Задача 38

[image: image351.png]Puc.i



          Футболист бьет по мячу так, что скорость точки, в которую наносится удар,  равна u и составляет угол ( = 600 с прямой, соединяющей эту точку с центром масс мяча (рис. 72).  Определить угловую скорость мяча после удара, величину и направление скорости центра масс.
             Длина окружности мяча равна 27 дюймов. Масса мяча равна 16 унций. Переходя к метрической системе мер, получим ориентировочно такие данные
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Момент инерции мяча найдем по формуле
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  Рис. 72

                В момент удара к мячу прикладывается ударный импульс под углом (, который в дальнейшем необходимо определить (рис. 73). Составим расчетную схему
[image: image261.png]



Рис. 73

На схеме (рис. 73) угол ( = 450 определяет положение точки, в которую наносится удар.
       По теореме импульсов
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        Отсюда следует, что скорость центра масс после удара направлена под углом (.

         По теореме об изменении кинетического момента относительно центра масс
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или с учетом теоремы импульсов


[image: image264.wmf]).

sin(

b

j

w

-

=

R

mV

J

C


        Отсюда находим связь между угловой скоростью мяча и скоростью его центра масс
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        Далее выразим скорость точки А через скорость центра масс по теореме сложения скоростей:
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Величина скорости 
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 определится по формуле:
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Запишем теорему сложения скоростей в проекциях на координатные оси: 
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Далее используем такие формулы:
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В соответствии с этими формулами
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          Из этих уравнений после ряда элементарных преобразований и учитывая, что угол ( = 600, получим
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Угол ( = 22,4о. 
         Далее найдем
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         Наконец, по формулам, полученным выше, найдем скорость центра масс и угловую скорость мяча. После всех необходимых преобразований и вычислений получим
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        Выражение для угловой скорости целесообразно представить в таком виде
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         После вычислений  ответ записываем так:
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          Знак «минус» указывает на то, что направление вращения мяча противоположно тому, как это показано на расчетной схеме. При полученном значении угла ( вектор ударного импульса расположен по другую сторону от линии, соединяющей точку А с центром диска.
Задача 39
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               Проанализировать с точки зрения механики и биомеханики езду на велосипеде (рис. 74).

          Конструкция велосипеда известна всем. Велосипедист, сидя в седле, вращает с помощью педалей ведущую звездочку. Посредством роликовой цепи движение передается на ведомую звездочку. В результате этого к ведущему колесу велосипеда прикладывается вращающий момент. Действие вращающего момента приводит к возникновению силы трения скольжения, приложенной к ведущему колесу. Эта сила в совокупности с другими действующими силами и сообщает ускорение центру масс системы. В процессе движения возникают силы сопротивления -  это сила сопротивления воздуха и сопротивление, возникающее из-за физического явления, которое называется трением качения. Изобразим все внешние силы, приложенные к системе «велосипед- велосипедист». На рис. 75 показаны силы:  P- сила тяжести;   N1   , N2      - нормальные реакции;  F1   ,  F2    - силы трения скольжения;   R- сила аэродинамического сопротивления.  Заметим, что на схеме нет ни силы, с которой велосипедист нажимает на педаль, ни момента, приложенного к колесу. Эти силы внутренние и не могут сообщить ускорение центру масс системы. Нет на схеме и так называемой «силы трения качения». Такой силы просто не существует. Существует только физическое явление, называемое трением качения.
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           Далее рассмотрим движение каждого колеса велосипеда в отдельности.  Начнем с ведущего колеса (рис. 76).
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Рис. 76

             На рис. 76 Q – сила со стороны других элементов конструкции велосипеда; М - вращающий момент;   N1  - нормальная реакция,  F1   - сила трения ; ac -ускорение центра колеса; - (- коэффициент трения качения.
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               Трение качения  состоит в следующем. При движении велосипеда колесо деформируется и контакт колеса с дорожным покрытием происходит по некоторой площадке контакта. Нормальная реакция есть сила, распределенная по этой площадке по определенному закону.
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                                                     Рис. 77                                      Рис. 78
            Если колесо  не катится, момент М равен нулю, а сила  Q  направлена вертикально, то нормальная реакция распределена по симметричному закону и линия действия равнодействующей нормальных реакций проходит через центр колеса (рис. 77).
             Если же к колесу приложен вращающий момент (рис. 78) или сила направлена не по нормали, то симметрия нарушается.  Линия действия нормальной реакции смещается в сторону движения центра масс на некоторую величину (,  которая называется коэффициентом трения качения.                  Коэффициент трения качения измеряется в см и зависит от материалов колеса и плоскости, от радиуса колеса и внешних сил. 
        Это означает, что в каждом конкретном случае коэффициент трения качения должен определяться опытным путем. Например, для шариковых подшипников применяется экспериментально полученная формула
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            Здесь М- момент сопротивления качению,  Q - радиальная нагрузка, D- диаметр окружности центров шариков, d- диаметр шарика, (- коэффициент трения качения. Зависимость коэффициента трения качения от диаметра шариков дается графиком (рис. 79)
Рис. 79

               Найдем силу трения скольжения для схемы на рис.76
 Уравнение движения центра масс
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            Уравнение вращения вокруг центра масс
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где J – момент инерции;    (- угловое ускорение;   r - радиус колеса.
          Так как центр колеса движется по горизонтали, то
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             Так как колесо катится без скольжения, то
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          В результате решения полученной системы уравнений получим
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    Силы  Qx и Qy    пока остаются неопределенными, но самый главный результат состоит в том, что в формулу, определяющую силу трения скольжения, коэффициент  трения скольжения  не входит, а  входит коэффициент  трения качения. Возникает вопрос: на что тогда влияет коэффициент  рения скольжения?  Ответ очень простой – сила трения скольжения  не зависит от  коэффициента  трения скольжения. От коэффициента  трения скольжения зависит только максимально возможное значение этой силы.
               Если  f - коэффициент  трения скольжения, то из неравенства
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получим соотношения между коэффициентами трения качения и скольжения, при которых возможно качение колеса без скольжения:
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         Из этой формулы следует, что существует такое значение коэффициента трения качения, при котором неравенство не выполняется. Это означает, что в этих условиях качение колеса невозможно и оно будет скользить по поверхности, не вращаясь.
       Для полного решения задачи необходимо составить уравнение движения переднего колеса велосипеда и уравнение движения рамы велосипеда с велосипедистом. Предоставляем это читателю.
     Заметим далее, что найденная сила трения скольжения при качении колеса не является силой сопротивления. Это так называемое консервативное трение. Мощность этой силы равна нулю, так как точка, в которой она приложена, является мгновенным центром скоростей колеса. Что касается трения качения, то его наличие приводит к превращению части кинетической энергии системы в тепло, так как велосипедная шина не является абсолютно упругой. 
          Еще одной силой, которую необходимо преодолеть велосипедисту, является сила аэродинамического сопротивления, которая пропорциональна квадрату скорости. 
         Что касается скатывающей силы, то она меняет знак в зависимости от наклона пути.

           Эта сила, равная проекции силы тяжести на направление движения, является консервативной и к силам сопротивления не относится.

Задача 40

          На велосипед можно установить двигатель, что избавляет велосипедиста от необходимости крутить педали. Велосипед превращается в мопед. Известно, что двигатель мощностью в одну лошадиную силу позволяет развить скорость 40 км/ч.  С другой стороны известно, что в велогонках на большие дистанции (200 км и более) среднюю скорость можно принять равной 40 км/ч. Оценить приближенно с помощью этих данных среднюю силу сопротивления движению велосипедиста при скорости 40 км/ч.
      В соответствие с условиями задачи будем считать, что при скорости 40 км/час велосипедист развивает мощность в одну лошадиную силу. Сила сопротивления, скорость и мощность связаны простым соотношением
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 EMBED Equation.3  [image: image287.wmf].

FV

N

=


       Отсюда находим
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Далее предположим, что 0,9 этой силы составляет сила  аэродинамического сопротивления
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Задача 41

            Человек скользит по ледяной горке, которую принимаем за наклонную плоскость пол углом α к горизонту (рис.80). Сила трения подчиняется закону Кулона. Коэффициент трения равен  f.

            Движение человека поступательное, а начальная скорость имеет произвольное направление. 
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           Составим дифференциальные уравнения движения центра масс. При этом все силы спроектируем на плоскость Оху (рис. 81). Движение происходит под действием двух сил – скатывающей силы, которая равна
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и силы трения
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           Так как происходит скольжение, то сила трения направлена противоположно скорости. Угол между скоростью и осью Ох обозначим (.
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Рис. 81

         На основании теоремы о движении центра масс
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        Так как угол ( определяет направление скорости, то
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С учетом этого дифференциальные уравнения движения принимают вид
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