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1. Правила приближенных вычислений и оценка погрешностей при вычислениях 
Теоретические сведения

Обозначим через a точное значение числа, а через a* – его представление. Разность между ними называется абсолютной погрешностью
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Как правило интерес представляет модуль (абсолютная величина) погрешности, но иногда бывает полезным учитывать и её знак. 

Абсолютная погрешность не вполне характеризует точность. Если 
[image: image3.wmf]0.0001
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, то что можно сказать о точности, хороша она или плоха? Всё зависит от величины самого числа a, если а = 100, то точность высокая, а если а = 0.001, то низкая. 

От такой неоднозначности в известной степени свободна другая характеристика, относительная погрешность, равная отношению абсолютной погрешности к значению числа,
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Относительную погрешность иногда исчисляют в процентах. Однако и эта характеристика не идеальна. В частности, она никак не характеризует точность, если истинное значение равно нулю или близко к нему. Поэтому нельзя ограничиться каким-то одним видом погрешности, в зависимости более адекватной может оказаться либо одна, либо другая. 

Поскольку точное значение как правило недоступно или неизвестно, то и значение погрешностей в точности получить невозможно, вместо этого используют их оценки, которые мы в дальнейшем будем обозначать теми же символами. Если сами исходные данные были абсолютно точными, то при в воде в память ЭВМ они могут быть округлены, и при этом относительная погрешность округления может быть оценена как 
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, а абсолютная как 
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В литературе по методам вычислений широко используется термин "точность". Принято говорить о точности входных данных и решения, о повышении и снижении точности вычислений и т.д. Точность в качественных рассуждениях обычно выступает как противоположность погрешности, хотя для количественного их измерения используются одни и те же характеристики (например, абсолютная и относительная погрешности). Точное значение величины — это значение, не содержащее погрешности. Повышение точности воспринимается как уменьшение погрешности, а снижение точности — как увеличение погрешности. Часто используемая фраза "требуется найти решение с заданной точностью ε" означает, что ставится задача о нахождении приближенного решения, принятая мера погрешности которого не превышает заданной величины ε. Вообще говоря, следовало бы говорить об абсолютной точности и относительной точности, но часто этого не делают, считая, что из контекста ясно, как измеряется величина погрешности.
Ещё одной распространённой мерой точности является количество верных (десятичных) разрядов (знаков). 

Значащими цифрами (приближённого) числа а* называют все цифры в его записи, начиная с первой ненулевой слева. Верными знаками называют все значащие разряды, единица которых не меньше абсолютной погрешности.
Если число а* имеет N верных знаков, то можно ожидать, что
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Задачи
1.  Дано приближённое число X=0,00125, имеющее абсолютную погрешность d=0,00001. Сколько верных знаков имеет это число?

2. Дано приближённое число X=25,125, имеющее n=6  верных знаков. Какова его абсолютная погрешность d? 
3. Сколько верных знаков имеет число X, если его относительная по грешность равна 
[image: image8.wmf]e

?

4. Пусть a* = 3.14159, b* = – 3.14149. Оба числа имеют по 6 верных знаков и, следовательно, относительную погрешность не больше 10-6. Оценить относительную погрешность их суммы.

А вот результат их сложения, 0.00010, имеет уже только два верных знака. Произошла существенная потеря (относительной) точности.

5. Оценить предельную погрешность формулы
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если все её операнды имеют 6 верных знаков, и 
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2. Численное решение линейных алгебраических уравнений. Вычисление обратной матрицы
Теоретические сведения

Требуется найти решение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ):

A x = b, 
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.1)
 

где 
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 – квадратная матрица коэффициентов при неизвестных; 
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 – вектор-столбец неизвестных; 
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 – вектор-столбец правых частей системы. 
Наиболее экономичным с точки зрения количества вычисле​ний методом решений линейных систем является метод исключения. Полное название этого метода – метод полного исключения Жордана – Гаусса. Рассмотрим этот метод для случая, когда матрица системы тре​угольная, т.е. все элементы ниже главной диагонали – нули. Перепишем (2.1)

 в развёрнутом виде:
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Из последней строки системы (2.2)

 сразу находим xn:
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Зная xn , из предпоследней строки находим xn-1:
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и так далее:
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Таким образом, последовательно вычисляются все  n  неизвестных. Заметим, что ни один элемент главной диагонали ak,k не должен здесь быть нулем, чтобы не пришлось делить на нуль. Это равносильно неравенству нулю определителя системы, потому что определитель треугольной матрицы равен произведению ее диаго​нальных элементов:
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Если матрица системы (2.1)

, кроме первого. Тогда первый столбец матрицы будет состоять из одних нулей кроме первого ненулевого элемента а11:(2.1)

 общего вида, ее нетрудно при​вести к треугольному виду с помощью эквивалентных преобразований, не изменяя решения системы.  Для этого надо из 1-го уравнения выразить х1 через х2, х3 …, хn,  затем подставить х1 во все уравнения системы 
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Далее можно отбросить первую отроку и первый столбец и с оставшейся n-1 - системой поступить точно так же. Ес​ли вернуть на место первые строку и столбец, получится сис​тема, равносильная исходной и имеющая нули ниже главной диа​гонали в двух первых столбцах. Продолжая этот процесс, полу​чаем, наконец, треугольную матрицу. Приведение системы к треугольной и решение ее называют методом исключения Гаусса. 

Процесс превращения матрицы системы в треугольную называют прямым ходом метода Гаусса. Преобразование очередного столбца – циклом прямого хода. Запишем общие формулы процесса. Введём обозначения:

А1b1– исходная система,

А2b2– система после первого цикла прямого хода, у которой отличные от нуля элементы ниже главной диагонали встречаются только начиная со 2-го столбца,
Аkbk – система после (k – 1)-го цикла прямого хода, у которой отличные от нуля элементы ниже главной диагонали встречаются только начиная с k-го столбца,
Аnbn – система с треугольной матрицей.
Очередной k-й цикл прямого хода описывается формулами:
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Произведя вычисления по формулам (2.5)

 получим матрицу системы и вектор правых частей:
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Заметим, что в матрице (2.5)

 при прямом ходе метода. Они могут понадобиться в дальнейшем, поэтому сохраним их наиболее экономичным образом – разместив их на месте нулей. 
(2.6)

 вместо нулей подставлены коэффициенты сk,l (выделены синим цветом), определяемые по формуле 
Решение системы теперь легко ищется обратным  ходом:
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Пример 1. 
Рассмотрим пример на применение метода Гаусса. Будем решать систему
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которой соответствует матрица
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Выполняем первый цикл прямого хода. Пересчитываем 2-ю строку:
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Теперь 3-ю строку:
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Первый цикл прямого хода закончен с результатом:
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Совершим теперь 2-й цикл прямого хода.
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Выполним обратный ход по формулам (2.7)

. 
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Проверим подстановкой полученное решение:
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Полученное решение является точным. Вычисленные значения в точности обращают уравнения в тожества. Однако стоит записать эти решения в десятичной системе счисления, а не в виде простых (натуральных) дробей, как решение утратит точность, поскольку не может быть точно записано конечным количеством десятичных цифр. Оно представляется бесконечной периодической десятичной дробью.

Метод исключения является точным и прямым. Однако получаемые с его помощью решения могут быть приближёнными, получаемые погрешности обусловливаются погрешностями данных и вычислений и поэтому являются неустранимыми.
Побочным результатом применения метода исключения является определитель матрицы левой части. Поскольку замена любой строки матрицы её линейной комбинацией с любой другой строкой, а именно это и составляет суть прямого хода метода исключения, не изменяет её определитель, а результатом прямого хода является треугольная матрица, определитель которой равен произведению элементов главной диагонали (2.4)

, то определитель матрицы получается как 
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Задачи

1. Решить методом Жордана–Гаусса систему, 
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выполняя вычисления с 3-я верными знаками.
2. Решить ту же систему с выбором ведущего элемента.

3. Формирование характеристического многочлена матрицы

Теоретические сведения

Метод интерполяции

Известно, что по значениям многочлена 
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)

(

)

1

0

n

n

k

nk

k

Pp

lll

-

=

=-+

å

 степени 
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 различных точках однозначно определяются все его коэффициенты. Действительно, пусть имеются точки 
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. Это позволяет записать систему линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов многочлена:
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Матрица этой системы имеет вид 
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определитель такой матрицы, известный как определитель Вандермонда (вандермондиан), всегда отличен от нуля, если среди иксов нет повторяющихся значений. Известна даже формула вычисления вандермондиана:
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Решая СЛАУ любым методом, находим коэффициенты характеристического многочлена. 

Метод Данилевского

Рассмотрим ещё один важный момент – преобразование подобия и его свойства. Пусть есть некоторая матрица 
[image: image42.wmf]A

 и другая, неособая, матрица 
[image: image43.wmf]S

. Эта вторая матрица отображает каждый вектор в некоторый другой вектор, 
[image: image44.wmf]xySx

=×

a

. Это линейное преобразование, обладающее следующими свойствами:
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кроме того, ни один ненулевой вектор она не отображает в нулевой. Если бы это было не так, то у неё было бы нулевое собственное значение, и она не была бы неособой. Отсюда следует, в частности, что линейно независимую систему векторов она отображает в линейно независимую же систему.

Теперь рассмотрим матрицу 



[image: image46.wmf]1

SAS

-

F=××

.
SEQ MTEqn \h \* MERGEFORMAT  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.1)

Если 
[image: image47.wmf],

x

l

 – собственное число и соответствующий ему собственный вектор матрицы 
[image: image48.wmf]A

, то 
[image: image49.wmf],

Sx

l
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 – собственное число и собственный вектор матрицы 
[image: image50.wmf]F

. Действительно,
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Поскольку из (0.1) GOTOBUTTON ZEqnNum710809  \* MERGEFORMAT 
  следует, что
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то верно и обратное: если 
[image: image53.wmf],

y
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 – собственные число и вектор матрицы 
[image: image54.wmf]F

, то 
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 – собственные число и вектор матрицы 
[image: image56.wmf]A

. 

Матрицы 
[image: image57.wmf]A

 и 
[image: image58.wmf]F

 называются подобными, преобразование подобия задаёт любая неособая матрица 
[image: image59.wmf]S

. А самое главное – подобные матрицы имеют один и тот же набор собственных чисел.

Метод Данилевского

Пусть матрица имеет вид
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SEQ MTEqn \h \* MERGEFORMAT  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.2)

Первая строка содержит какие-то числа, диагональ ниже главной содержит все единицы, а остальные элементы – нули. Про такую матрицу говорят, что она имеет каноническую форму Фробениуса. Первая строка этой матрицы содержит коэффициенты её характеристического многочлена. В этом легко убедиться, подставив её в характеристическое уравнение и вычислив определитель разложением по элементам первой строки. Если обозначить 
[image: image61.wmf](
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 алгебраическое дополнение элемента матрицы с индексами 
[image: image62.wmf],
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, где 
[image: image63.wmf],
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 –матрица, полученная из исходной матрицы 
[image: image64.wmf]A

 удалением из неё i-ой строки и j-го столбца, то
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Для матрицы (0.2)

 имеем
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Алгебраическим дополнением первого элемента будет
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алгебраическим дополнением второго элемента будет
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Третьего – 
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и так далее, 
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Отсюда получаем, что характеристический многочлен матрицы (0.2) GOTOBUTTON ZEqnNum830024  \* MERGEFORMAT 
 имеет вид
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.3)

Вынесенная за скобки степень минус единицы на собственные числа, ясное дело, не повлияет. Поэтому, учитывая давнишнее соглашение о старшем коэффициенте, запишем вместо (0.3) GOTOBUTTON ZEqnNum199487  \* MERGEFORMAT 
 для матрицы (0.2) GOTOBUTTON ZEqnNum830024  \* MERGEFORMAT 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (0.4)

Теперь осталось отыскать такое подобное преобразование, которое превратило бы исходную, произвольную матрицу в матрицу в канонической форме (0.2) GOTOBUTTON ZEqnNum830024  \* MERGEFORMAT 
. В качестве такого преобразования Данилевский предложил последовательное преобразование вида
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Задачи

1. Найти характеристический многочлен и собственные числа матрицы 
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,
выполняя вычисления с 3-я верными знаками.

2. Решить ту же задачу методом Данилевского.
4. Интерполяция и аппроксимация функций.
Теоретические сведения

Пусть функция y(x) задана таблично, т.е. ее значе​ния известны лишь в n изолированных точках xi , i = 1,2,…,n.  Обозначим для краткости 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.1)

Тогда исходные данные можно представить в виде таблицы:

	x
	x1
	x2
	x3
	…
	xn

	y
	y1
	y2
	y3
	…
	yn


Если потребовать, чтобы приближенная функция ((x,a1,a2,..,an) совпадала с исходной во всех известных точках xi , то получим систему уравнений относительно неизвестных параметров ai :
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.2)

решая которую, можно отыскать ai . Такой способ приближения называется Лагранжевой  интерполяцией. Заметим, что количество параметров ai и узловых точек xi совпадают, иначе система (3.2)

 не позволяла бы опре​делить   значения ai.

Наиболее употребителен случай, когда приближение ве​дется с помощью обобщенных многочленов:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.3)

где 
[image: image80.wmf](
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, – фиксированный набор (известных) функций, называемых базисными функциями или базисом. Интерполяция обобщённым многочленом (3.2)

 превращается в систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ):
(3.3)

 называется линейной лагранжевой интерполяцией. При этом система уравнений 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.4)

или сокращённо



[image: image82.wmf](

)

1

,1,2,...

n

iijj

i

axyjn

j

=

×==

å

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.5)

Для того, чтобы эта система имела решение, необходимо и достаточно, чтобы её матрица была неособой, то есть чтобы определитель этой системы отличался от нуля:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.6)

Обратите внимание, как устроена матрица системы 
(3.4)

. Строки этой матрицы связаны с узлами исходной таблицы, а столбцы – с базисными функциями. Заметим, что матрица (и её определитель) не зависят от того, какая именно функция интерполируется, а зависят только от базисных функций  GOTOBUTTON ZEqnNum835319  \* MERGEFORMAT  и узлов таблицы 
[image: image85.wmf]i

x

.

Приведем способ итерационного построения многочлена, ко​торый принято называть интерполяционной формулой  Ньютона. 
Определим рекурсивно разделенные разности  табличной функции y(x):
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.7)

Назовём 
[image: image87.wmf]01
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 разделённой разностью m-го порядка, вычисленной по точкам 
[image: image88.wmf]01
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m

iii

. Для её вычисления используется m+1 точка таблицы. Разделенная разность  m-го порядка имеет ту же размерность, что и производная того же порядка, и, как будет видно ниже, доставляет приближенное значение этой производ​ной.
Интерполяционный многочлен Ньютона можно теперь записать в виде:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.8)

Во-первых, функция (3.2)

, то есть проходит через все узлы таблицы. Можно убедиться в этом непосредственной подстановкой. Действительно:
(3.8)

 действительно многочлен, во-вторых, он удовлетворяет системе уравнений 
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и так далее.

Формула (3.8)

 устроена так, что первое слагаемое в ней имеет нулевой порядок и использует только одну первую точку таблицы, второе слагаемое имеет первый порядок и использует первые две точки таблицы и так далее. Это позволяет легко наращивать порядок интерполяционного многочлена, добавляя к таблице новые точки, при этом ранее вычисленные слагаемые сохраняются неизменными.
Многочлен Ньютона может быть записан еще и в другой форме:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.9)

Справедливость такой записи легко проверяется непосредственной подстановкой. Из формулы (3.9)

 видно, что значения ис​ходной функции в узлах таблицы линейно входят в интерполяцион​ный многочлен, а базис интерполяции при этом имеет вид
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.10)

при этом матрица системы превращается в единичную, поскольку
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Интерполяционная формула (3.10)

 – многочленами Лагранжа. Каждый из них имеет порядок n – 1.
(3.9)

 называется лагранжевой формой  интерполяционного многочлена Ньютона, а соответствующие ей базисные функции 
Задачи

Дана таблично заданная функция.

	x
	1
	2
	3
	4

	y
	10
	5
	6
	7


1. Выполнить интерполяцию этой функции с использованием лагранжевой формы интерполяционного многочлена Ньютона. Найти коэффициенты интерполяционного многочлена.
2. Вычислить значение функции в точке 2.5 по полученной интерполяционной формуле и с использованием разделённых разностей. Вычисления выполнять с тремя верными знаками. Сравнить результаты.

5. Полиномиальные формулы дифференцирования, порядок точности. Формулы Рунге. 

Теоретические сведения

Пусть имеется таблично заданная функция 
[image: image94.wmf]{
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 и требуется вычислить её производную в точке x. Заменим исходную функцию интерполяционным многочленом Ньютона, дополнительно обозначив
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5.1)

для более компактной записи довольно длинных выражений



[image: image96.wmf](

)

(

)

1

12

11121

1212312,...1

1

1

...

k

n

k

i

k

k

i

yx

y

x

y

xxxx

j

-

+

=

=

æö

+++=+

ç

=

÷

ø

»

è

å

Õ

ÑÑÑ

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5.2)

Продифференцируем 
(5.2)

 по икс, имея в виду, что все разделённые разности не зависят от икса, а  GOTOBUTTON ZEqnNum560172  \* MERGEFORMAT .
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Можно вычислить и вторую производную:
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Можно вообще получить общую формулу m-той производной: 
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Из формулы [image: image101.wmf]1

m

+

(5.3)

 можно заметить, что для оценки m-той производной требуется как минимум  GOTOBUTTON ZEqnNum789361  \* MERGEFORMAT  точка. При этом оценка производной не зависит от икса и пропорциональна разделённой разности того же порядка:
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Ранее было сказано, что разделённая разность в аналогична производной. Теперь эта аналогия получила некоторое подтверждение.

Рассмотрим некоторые частные случаи формулы (5.3)

. Дополнительно назовём разность меду количеством точек и порядком производной порядком формулы численного дифференцирования и обозначим эту величину



[image: image103.wmf]pnm
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Первая производная по формуле первого порядка:
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В этой формуле справа отсутствует точка, в которой вычисляется производная, но всё-таки логично предполагать, что эта точка должна располагаться между x1 и x2, кроме того, расстояние между этими точками – величина малая. Эта формула рассматривается как приближённая оценка первой производной функции 
[image: image105.wmf](
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 в точке х:
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где  
[image: image107.wmf]1

1

R

 – погрешность формулы первой производной (верхний индекс) первого порядка (нижний индекс). Оценим величину этой погрешности. Для этого, предполагая, что функция 
[image: image108.wmf](
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 достаточно гладкая, то есть имеет достаточное количество непрерывных производных во всех точках, разложим её в ряд Тэйлора в окрестности точки х:
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где 
[image: image110.wmf](
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 – малая более высокого порядка, чем 
[image: image111.wmf]2

x

.  Представим в виде 
(5.5)

 точки  GOTOBUTTON ZEqnNum799670  \* MERGEFORMAT ,



[image: image113.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

1

11111

2

2

2

222

,

2

.

2

yyxyxyxyxyxo

yyxyxyxo

x

xxx

x

xx

¢¢¢

==-=-++

¢¢¢

=-++


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5.6)

Теперь подставим (5.4)

.
(5.6)

 в 
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Мы получили оценку погрешности, в которой малыми более высокого порядка можно пренебречь:
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Лучше использовать предельное, самое большое из возможных, абсолютное значение этой погрешности:
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где 



[image: image117.wmf](
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Введём достаточно общее определение:

пусть для какой-то величины 
[image: image118.wmf]y

 имеется приближённая формула 
[image: image119.wmf]j

, которая зависит от (малого) параметра 
[image: image120.wmf]h

 и имеет вид
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где 
[image: image122.wmf]K

 – некоторый множитель, не зависящий от 
[image: image123.wmf]h

, тогда говорят, что приближение имеет порядок точности р, а выражение 
[image: image124.wmf]p

Kh

×

 называют (главным) остаточным членом или остатком приближения.

По этой терминологии формула численного дифференцирования 
(5.7)

. Заметим, что порядок точности совпал с порядком формулы (5.4)

 имеет первый порядок точности, причём остаток оценивается формулой  GOTOBUTTON ZEqnNum699658  \* MERGEFORMAT . То же справедливо для всех полиномиальных формул численного дифференцирования. Оценка остаточного члена в общем виде такова:
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то есть погрешность формулы m-той производной по n – точечной таблице имеет порядок точности 
[image: image127.wmf]pnm

=-

, причём погрешность пропорциональна n-той производной исходной функции.
Пусть известно, что формула имеет порядок точности p, то можно записать
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где: 
f – точное значение, нам не известное, конечно, 


[image: image129.wmf](
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h

j

 – приближённое значение, вычисленное при параметре (например, шаге таблицы) h, 
[image: image130.wmf]p

Kh

 – главная часть погрешности (остаточный член), 
K  – некоторый конечный (не малый) множитель,  


[image: image131.wmf](
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 – малая более высокого порядка малости, чем 
[image: image132.wmf]p

h

.

Априорные оценки погрешности используют максимальное по модулю возможное значение множителя K, но можно попытаться оценить его реальное, с учётом знака, значение. Пусть мы выполнили вычисление по формуле 
(5.10)

 с каким-то конкретным значением h. Повторим вычисление с другим значением –  GOTOBUTTON ZEqnNum833237  \* MERGEFORMAT , где r – некоторый конечный множитель. Формула (5.10)

 будет верна и для этого вычисления:
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Но, как известно из матанализа, умножение на конечный множитель не меняет порядка малой величины, поэтому можно записать:
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Вычтем из последней формулы (5.10)

 и перегруппируем слагаемые:
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откуда получаем оценку главной части погрешности:
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Формула 
(5.11)

 позволяет апостериорно получить главную часть погрешности обоих результатов, как полученного с шагом h, так и с изменённым шагом  GOTOBUTTON ZEqnNum437176  \* MERGEFORMAT . Эта формула известна как первая формула Рунге. 
Необходимо напомнить, что хотя для применения этой формулы и не требуется знание значений старших производных, их существование, однако, требуется, иначе формула (5.10)

 просто не будет верна.

Пример
Пусть функция задана 
[image: image139.wmf](
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	i
	1
	2
	3

	x
	1
	1.1
	1,2

	y
	0
	0.09531
	0.18232


и требуется вычислить её первую производную в точке 
[image: image140.wmf]1

x

=

. Вообще-то это значение легко найти аналитически, оно равно 1, но нам интересно посмотреть, как с этой задачей справятся численные методы. Воспользуемся формулой первого порядка и обозначим
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Порядок этих приближённых формул равен единице, а множитель 
[image: image142.wmf]2

r

=

. Подставим полученные значения в формулу (5.11)

 и получим главную часть погрешности:
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Итак, главная часть погрешности результата при шаге 
[image: image144.wmf]h

 равна 0.0415. Точное значение погрешности 
[image: image145.wmf]10.9531

0.0469

-=

. Эту оценку погрешности можно использовать для уточнения результата, что даёт 
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гораздо ближе к точному значению, ошибка уже составляет всего  0.0054 то снизилась практически на порядок. 

Примем теперь за исходное значение, поученное с удвоенным шагом, тогда множитель 
[image: image147.wmf]r

 будет равен 
[image: image148.wmf]1

2

, и применим ту же технику:
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Используя апостериорно полученную погрешность для исправления приближённого результата, получаем то же самое исправленное значение 



[image: image150.wmf]0.91160.08300.9946
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то есть, если у нас есть два приближения полученные по разным решёткам, то всё равно, какое из них брать за основное при исправлении результата по формуле Рунге, ответ будет тот же самый. Впрочем, это можно показать и чисто аналитически, не прибегая к числовому примеру.
Первая формула Рунге может использоваться для апостериорной оценки погрешности, но и для получения новых более точных приближённых формул. Для этого достаточно к исходной формуле прибавить поправку, которую даёт Первая формула Рунге. Пусть имеется приближённая формула 
[image: image151.wmf](
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 (неважно, что она вычисляет), порядок точности 
[image: image152.wmf]p

 которой известен. Добавим в ней поправку в соответствии с 
(5.11)

 и получим новую, более точную приближённую формулу  GOTOBUTTON ZEqnNum437176  \* MERGEFORMAT : 
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которая известна как вторая формула Рунге. Порядок точности полученной формулы выше порядка исходной формулы по крайней мере на единицу, а может быть и больше.
Задачи

Дана таблично заданная функция.

	x
	1.8
	2
	2.2
	2.4

	y
	5.328
	5
	4.9126
	5.016


1. Вычислить производную этой функции в узловых точках и между узловыми точками по формуле первого порядка.

2. Оценить погрешность вычисленной производной по первой формуле Рунге.

3. Уточнить значения производной по второй формуле Рунге.
6. Численное интегрирование. Квадратурные формулы.

Теоретические сведения

Пусть для вычисления интеграла  используется таблично заданная функция 
[image: image155.wmf](
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. Будем считать, что точки в ней пронумерованы по возрастанию аргумента, а крайние точки совпадают с концами интервала интегрирования, 
[image: image156.wmf]0
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 Будем считать для простоты и удобства, что таблица равномерная с шагом 
[image: image157.wmf]1
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. Перепишем интеграл в виде 
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и заменим каждый интеграл в получившейся сумме интегралов формулой трапеций:
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Эта формула известна как обобщённая формула трапеций. Оценим её остаточный член, используя формулу:
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Сумма в последней формуле представляет собой интегральную сумму Коши-Римана для интеграла второй производной, 
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который по известной формуле равен приращению первой производной на интервале умноженному на длину интервала:
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которую, с использованием теоремы Лагранжа, можно переписать в виде
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где 
[image: image164.wmf]*

x

 – некоторая (какая-то, никто не знает какая именно) внутренняя точка интервала интегрирования. Окончательно остаток можно записать в виде



[image: image165.wmf](
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Последняя формула позволяет сделать априорную оценку предельной погрешности в виде:



[image: image166.wmf][
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Обобщённая формула трапеций таким образом имеет уже только второй порядок точности. Здесь мы столкнулись с явлением, называемым накоплением ошибки. Суть его в том, что при многократном применении приближённой формулы погрешности накапливаются и сумма имеет порядок точности ниже, чем каждое из слагаемых. 

Надо заметить, что оценка погрешности обобщённой формулы трапеций справедлива только для достаточно гладких подынтегральных функций, имеющих непрерывную вторую производную.

Итак, обобщённая формула трапеций имеет второй порядок точности, и погрешность её пропорциональна длине интервала интегрирования и второй производной подынтегральной функции. Формула (6.2)

 обещает получение сколь угодно точного результата при достаточно частой сетке (малый шаг) и абсолютно точных данных и вычислениях. 

Исследуя точность численного дифференцирования, мы установили, что использование слишком частой сетки приводит к возрастанию ошибок округления. Посмотрим, как обстоит дело с интегрированием. Пусть таблица значений функции имеет в каждом узле абсолютную погрешность 
[image: image167.wmf]d

. Тогда погрешность вычисления обобщённой формулы трапеций (6.1)

 будет оцениваться как



[image: image168.wmf](
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то есть предельная ошибка округлений не зависит от величины шага, а только от длины интервала и точности данных. Полная же ошибка формулы, складывающаяся из остаточного члена и погрешностей округления, тем меньше, чем чаще сетка. Однако невыгодно делать сетку слишком мелкой, поскольку это всё равно не повысит точность результата (ошибки округления), а только увеличит трудоёмкость вычислений. Разумным представляется выбирать шаг таким, чтобы остаточный член был того же порядка, что и погрешности округлений,
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откуда и получаем примерную величину разумного шага интегрирования
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которая обеспечивает точность результата не хуже, чем
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Итак, точность формулы трапеций целиком определяется точностью данных и вычислений и длиной интервала интегрирования. Следует напомнить, что оценки (6.4)

 являются априорными предельными оценками ошибок, реальные ошибки могут быть существенно меньше. (6.3)

 и (6.2)

, 
Пусть теперь мы будем использовать три точки из интервала интегрирования – концы и середину,
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обозначим ещё 



[image: image173.wmf](

)

(

)

(

)

01021

001122

,,

,,.

xxxhxxh

yyxyyxyyx

=+=+

===


На этой сетке построим интерполяционный многочлен Ньютона в форме Лагранжа и проинтегрируем его. То есть пройдём тот же путь, что и при выводе формулы трапеций. Будем сразу использовать обозначения, введённые выше.
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Интегрируя (6.5)

, получаем
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Подставляя полученные выражения в, получаем квадратурную формулу
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Проанализируем остаточный член  полученной формулы тем же путём, что и для формулы трапеций. Разложение в ряд Тэйлора удобно сделать в окрестности точки 
[image: image177.wmf]1

x

. Будем обозначать 
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Интегрируя разложенную в ряд Тэйлора функцию, заметим, что интегралы слагаемых с нечётными степенями 
[image: image180.wmf]x

 будут равны нулю в силу симметричности интервала для (
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После подстановки (6.7)

 получаем
(6.8)

 в 
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Вычитая из (6.9)

, получаем оценку остаточного члена:
(6.10)
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Таким образом, формула (6.7)

 имеет пятый порядок точности.
Поскольку шаг таблицы не является малой величиной, снова используем аддитивность интеграла. Только теперь надо позаботиться, чтобы в исходной таблице 
[image: image185.wmf](
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 количество интервалов было чётным, тогда мы разобьем все интервалы на пары, для каждой пары применим формулу (6.7)

 и суммируем результаты. Для удобства введём ещё обозначения:



[image: image186.wmf]2

121131

1

1

2

22242

1

...,

....

n

in

i

n

in

i

Syyyy

Syyyy

--

=

-

-

=

==+++

==++

å

å


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6.12)

Здесь 
[image: image187.wmf]1

S

 – сумма всех узловых значений функции с нечётными номерами, а 
[image: image188.wmf]2

S

 –сумма значений с чётными номерами, исключая крайние, первое и последнее. Тогда окончательно получаем квадратуру
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,

известную как формула Симпсона.

Рассмотрев главную часть остаточного члена в (6.13)

 как интегральную сумму, можно записать главную часть погрешности формулы Симпсона как
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откуда следует её предельная оценка
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Здесь, как и раньше, речь идёт об априорной оценке предельной ошибки интегрирования. 

Задачи

Дана таблично заданная функция
	x
	1
	1.3
	1.6
	1.9
	2.2
	2.5
	2.8
	3.1
	3.4
	3.7
	4

	y
	10
	7.513
	5.944
	5.131
	4.912
	5.125
	5.608
	6.199
	6.736
	7.057
	7

	№
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11


1. Вычислить интеграл этой функции по интервалу от 1 до 3.7 методом трапеций выполняя вычисления с 3-я верными знаками.
2. Оценить погрешность вычисленного интеграла с помощью 1-й формулы Рунге.

3. Вычислить интеграл этой функции по интервалу от 1 до 3.7 по формуле Симпсона, выполняя вычисления с 3-я верными знаками.

4. Сравнить результаты, полученные разными методами.

5. повторить расчёты с 4-я верными знаками. Оценить влияние погрешности вычислений на результат.

7. Численное решение алгебраических уравнений. Метод Ньютона и его модификации.

8. Решение ОДУ методом Рунге – Кутты. Интегрирование с постоянным шагом

Теоретические сведения

Рассмотрим разложение решения в точке 
[image: image192.wmf]n

x

: 
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Для того, чтобы аппроксимировать вторую производную 
[image: image194.wmf]n

x

&&

, воспользуемся равенством
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причем приращения Δx  и Δt не произвольны, а связаны соотношением


Δx=f(xn,tn) Δt+… .

Приняв α=hn+1/Δt , запишем разложение в виде
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Перепишем эту формулу в других обозначениях, отбросив остаточные члены:
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Формулы (8.1)

 представляют собой общую запись семей​ства методов Рунге - Кутты второго порядка с параметром α . Каждое конкретное значение параметра α  порождает свой конкретный метод. На каждом шаге интегрирования по схеме (3.18) нужно дважды вычислять значение функции f , поэтому говорят, что эта схема описывает двухэтапный метод Рун​ге –Кутты. 
При выводе формулы (3.18) мы дважды отбрасывали стар​шие члены в разложении Тейлора, сохраняя лишь те слагаемые, которые вносят в конечный результат шаг интегрирования h в степени не выше второй. Следовательно, главный член по​грешности содержит k. . Что же касается точности решения на конечном интервале времени, то тут справедлива следующая теорема:

если f(x,t) непрерывна и ограничена вместе со свои​ми вторыми производными, то решение по схеме (3.18) сходится на конечном интервале к точному решению с погрешностью, про​порциональной квадрату шага интегрирования.

Другими словами, двухэтапный метод Рунге - Кутты имеет второй порядок точности. Погрешность метода на конечном ин​тервале на порядок ниже, чем ошибка формулы (3.1В) на одном шаге. Такая же ситуация имела место и для метода Эйлера. К снижению точности приводит накопление ошибок.

Рассмотрим конкретные варианты алгоритма (3.18). Примем сначала α =1
[image: image198.wmf]. Тогда схема (3.18) превращается в метод Хойна:  
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На рис. 16.1 приведена его графическая интерпретация. Сначала делается грубый шаг  по схеме ломаных и вычисляется    вспомогательная точка 
[image: image200.wmf]xxhf

=+

 . В этой новой точке определяется   наклон интегральной кривой и настоящий рабочий шаг делается уже с усредненным  наклоном.
[image: image201.png]


 
Метод Хойна.

Другой распространенный вариант получается при α= 2. Тогда
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (8.3)

Здесь рабочий шаг делается с наклоном, вычисленным в результате пробного половинного шага.   
Оба изложенных метода имеют  широкое применение вследствие их  простоты и в то же время неплохой точности. Попробуем грубо сравнить трудоемкость расчетов по методам Эйлера и Хойна. Пусть в методе Эйлера приемлемую точность ε удается получить при шаге h.  Как от-   мечено ранее h≈ε . Тогда для достижения той же точности в мето​де Хойна можно взять шаг 
[image: image203.wmf]h

 , так как этот метод имеет второй порядок точности. При этом в мето​де Хойна 
(8.2)

 необходимо два раза вычислять функцию f на шаге. Если сравнивать количество вычислений функции f , то метод Хойна экономичнее метода Эйлера в    GOTOBUTTON ZEqnNum221498  \* MERGEFORMAT раз, где h приемлемый шаг Эйлеру. Уже при h=10-4  (а это довольно типичный случай)  достигается экономия в 50 раз.  При этом, од​нако, надо помнить, что ошибка метода Эйлера пропорциональна max[f'(x,t)], а метода Рунге - Кутты 2-го порядка -max[f''(x,t)]. Поскольку, с ростом номера производной ее модуль растет довольно быстро, экономия оказывается много меньше ожидаемой.

[image: image205.png].




 Метод средней точки.

Изучив на примере двухэтапных методов Рунге - Кутты основ​ные   соображения, составляющие основу их формирования, мож​но записать общую форму m -этапного метода Рунге - Кутты. 
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Это общий вид метода Рунге - Кутты, который требует m вы-числений производной на каждом шаге интегрирования. Парамет​ры ai, ci, bij  необходимо выбирать из соображения вос​произведения разложения решения  x(t) в ряд Тейлора  с сохранением в нем наибольшего возможного количества членов.

Таким образом, уже для схемы 2-го порядка коэффициенты ai, ci, bij определяются неоднозначно. То же самое ха​рактерно и для схем более высокого порядка.

Наиболее распространен четырехэтапный метод Рунге - Кут​ты со следующей схемой:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (8.5)

Алгоритм (3.22) иногда называют стандартным методом Рунге - Кутты 4-го порядка. Он имеет четвертый порядок точ​ности, т.е. ошибка его пропорциональна четвертой степени ша​га интегрирования h . Для достаточно гладких функций f ошибка может быть оценена с помощью формулы
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Из формулы (3.23) видно, что если четвертая  производная правой части дифференциального уравнения существует и не слиш​ком велика, то метод (3.22) обладает очень высокой точностью.

Нужно заметить, что как схема Эйлера, так и все схемы Рунге - Кутты без всяких изменений переносятся на системы уравнений способом, указанным выше. Для этого достаточно счи​тать, например, для метода 
(8.5)

   GOTOBUTTON ZEqnNum580542  \* MERGEFORMAT векторными величинами.

Задачи

Дана задача Коши:
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2. Найти методом Хойна с шагом 0,01 решение уравнения для интервала (0, 0.1), выполняя вычисления с тремя верными знаками. 

3. Оценить с помощью первой формулы Рунге погрешность решения на каждом шаге.

4. Оценить с помощью первой формулы Рунге величину накопленной ошибки на конце интервала.
9. Интегрирование жёстких систем. Неявный метод Эйлера.


Теоретические сведения
В исследовании автоматических систем часто приходится решать так называемые жёсткие системы ОДУ. Для них характерны следующие признаки:
1. Существуют два участ​ка решения о различным характером поведения - быстрый и медлен​ный, причем продолжительность первого участка много меньше вто​рого. 
2. Общее решение уравнения очень быстро стремит​ся к частному (вынужденному) независимо от начальных условий.

3. Даже при очень малых отклонениях от точного решения производные резко возрастают по модулю по сравнению со своими значениями на точном решении.

Эти три свойства можно принять за неформальное определе​ние жестких уравнений. Заметим, что первый, быстрый участок решения по аналогии с автоматическим регулированием можно на​звать переходным процессом, а второй, медленный - установившим​ся движением, хотя такое толкование и не вполне точно. Задачи автоматического регулирования, как правило, яв​ляются жесткими. Например, в следящем электроприводе можно выде​лить быстрые электрические процессы и медленные движения нагруз​ки, в автопилоте самолета - быстрые процессы в приводах рулей и медленное движение самого самолета и т.д.

Применение мелкого шага оправдано и даже необходимо при вычис​лении быстрого переходного процесса, который длится весьма не​долго. Установившееся движение, медленное и плавное, хотелось бы интегрировать с большим шагом, что приводит к требованию А-устойчивости численного метода, то есть устойчивости при любом шаге h.
Если метод А-устойчив, то шаг можно выбирать из сооб​ражений точности на медленном движении и при этом можно не беспокоиться о быстрых составляющих – они быстро затухают и не вызывают больших ошибок.

К сожалению, ни один явный метод из рассмотренных в предыду​щей главе не является А-устойчивым. Следовательно, на​до использовать неявные методы. Наиболее простой из них – неяв​ный метод Эйлера, который относится одновременно и к семейству методов Рунге - Кутты, и к семейству многошаговых методов. Он описывается схемой
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т.е.шаг делается по направлению производной не на левом, уже известном, а на правом, ещё не вычисленном конце элементарного интервала (рисунок 18.3). 
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Неявный метод Эйлера.

Для того, чтобы решение не расходилось, достаточно выполнения неравенства
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Условие (18.9) выполняется при любом положительном h (посколь​ку 
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, иначе переходный процесс не будет затухать и в точном решении, а значит, уравнение не будет жестким). Теперь шаг можно выбирать из условия допустимой ошибки, которая, как нетрудно убе​диться, пропорциональна второй производной 
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. Итак, не​явный метод Эйлера А-устойчив. Следовательно, алгоритмы для решения жестких уравнений надо искать среди неявных методов. 
Применение неявных методов Рунге - Кутты связано с реше​нием системы нелинейных уравнений, аналогичных 
(9.1)

. Естественно, что речь может идти лишь о численном решении. Попробуем использовать метод простых итераций. Рассмотрим его применение для неявного метода Эйлера (18.6) (рис. 4.2) для модельной задачи (18.1). Этот метод приводит к уравнению относительно  GOTOBUTTON ZEqnNum297444  \* MERGEFORMAT :
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Конечно, это уравнение решается аналитически, но мы рассматриваем общий случай. Для сходимости простых итераций необходимо, чтобы
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Условие (18.10) ничем не слабее условия (18.5) устойчивости прос​того (явного) метода Эйлера. Та же картина получится и для лю​бого другого варианта методов Рунге - Кутты. Следовательно, метод простых итераций неприемлем. 
Попробуем теперь применить метод Ньютона. Обозначим 
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 k-е приближение к решению 
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 уравнения неявного метода Эйлера. Тогда
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т.е. метод Ньютона сходится за один шаг к решению независимо от начального приближения. Это и неудивительно, так как решае​мое уравнение было линейно относительно
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.

Для произвольного уравнения
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неявный метод Эйлера в сочетании с методом Ньютона приводит к алгоритму 
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Формулы (18.11) записаны для общего случая векторных урав​нений. Верхний индекс здесь, как и раньше, означает номер итерации в методе Ньютона. Обратная матрица здесь существует для большинства встре​чающихся на практике случаев, поэтому не будем заботиться о ее существовании. Для того чтобы начать процесс Ньютона, нужна на​чальная точка 
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. Для вычисления этой точки можно восполь​зоваться явным методом Эйлера, что, во-первых, не приводит к лишним вычислениям, поскольку 
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 уже было вычисле​но на предыдущем шаге, а во-вторых, позволяет оценить погрешность на шаге как разность между начальным приближением 
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 и окончательным значением
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. Заметим, что применение неустой​чивого явного метода Эйлера в этом случае не приводит к потере точности, поскольку он используется однократно и ошибка при этом не успевает накопиться.

Задачи

Дана задача Коши:
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1. Найти неявным методом Эйлера с шагом 0,1 решение уравнения для интервала (0, 1), выполняя вычисления с тремя верными знаками. 

2. Оценить с помощью первой формулы Рунге погрешность решения на каждом шаге.

3. Оценить с помощью первой формулы Рунге величину накопленной ошибки на конце интервала.
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