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Практическое занятие № 1

Тема:    Поведение и объекты управления простейших СУ

 (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Решение задач у доски на анализ простейших систем автоматики
· Опрос по теоретическому материалу Ответ   студентов на контрольные вопросы  по материалам лекций.

· Подведение итогов занятия, объявление оценок
· Формулировка домашнего задания. 
1.Краткие теоретические сведения
1.  Прежде всего, если речь идет об управлении, то имеется объект управления, т.е. некий механизм, агрегат или устройство, некий технологический, энергетический или транспортный процесс, желаемое поведение или протекание которого должно быть обеспечено.

2. Поведение объекта управления, результат его действия определяется некоторыми показателями. Чаще всего ими являются значения каких-то физических величин, которые называют выходными величинами или выходными координатами объекта управления.

3. В реальных условиях на каждое устройство или процесс многочисленные воздействия оказывает внешняя среда. Все воздействия, с точки зрения их влияния на действие объекта, на его выходные величины, разделяются на две принципиально отличительные группы. Некоторые из воздействий обеспечивают желаемое изменение поведения объекта, достижение поставленных целей. Такие воздействия называют управляющими, при их отсутствии задача управления вообще не имеет решения.

4. Другие воздействия, напротив, мешают достижению цели, и изменить их, как правило, невозможно. Такие воздействия называют возмущающими (или просто возмущениями).

5. Задача управления, по существу, заключается в формировании такого закона изменения управляющих воздействий, при котором достигается желаемое поведение объекта независимо от наличия возмущений.

6. Сложная и разностороння задача управления включает более узкую задачу регулирования, которую главным образом и будем рассматривать в дальнейшем. Задача регулирования заключается в поддержании выходных величин объекта равными (или пропорциональными) некоторым эталонным функциям времени - задающим воздействиям. Последние могут быть постоянными или изменяющимися как по заданному, так и по заранее неизвестному закону.

7. Объект управления может принадлежать как к неживой природе, в частности, быть техническим устройством, так и к живой природе (коллектив людей). В свою очередь, само управление также может осуществляться как человеком (пилот управляет самолетом), так и техническим устройством (самолетом управляет автопилот).

8. Управление, осуществляемое без участия человека, называется автоматическим управлением. Предметом настоящей дисциплины является теория автоматического управления техническими объектами. Общая теория управления, охватывающая как неживую, так и живую природу, является предметом науки кибернетики. Теория автоматического управления - часть кибернетики.

9. Для осуществления автоматического управления создается система, состоящая из объекта управления и управляющего устройства, или регулятора. Такая система соответственно называется системой автоматического управления.

10. Впервые, по-видимому, с необходимостью построения регуляторов столкнулись создатели высокоточных механизмов, в первую очередь - часов. Даже небольшие, но все время действующие в них помехи приводили в конечном итоге к отклонениям от нормального хода, недопустимым по условиям точности. Противодействовать этим помехам (возмущениям) чисто конструктивными средствами, например, улучшая обработку деталей, повышая их массу или увеличивая развиваемые устройствами полезные усилия, не удавалось, и для решения проблемы точности в состав системы стали вводить регуляторы. На рубеже нашей эры арабы снабдили поплавковым регулятором уровня водяные часы. Гюйгенс в 1657 г. встроил в часы маятниковый регулятор хода.

11. Хотя отдельные автоматические регуляторы и появились в те далекие времена, они оставались любопытными для истории техники эпизодами и сколько-нибудь серьезного влияния на формирование техники и теории автоматического регулирования не оказали. Развитие промышленных регуляторов началось на рубеже XVIII и XIX столетий, в эпоху промышленного переворота в Европе. Первыми промышленными регуляторами являются автоматический поплавковый регулятор питания котла паровой машины, построенный в 1765 г. И.И. Ползуновым, и центробежный регулятор скорости паровой машины, на который в 1784 г. получил патент Дж. Уатт. Эти регуляторы как бы открыли путь потоку предложений по принципам регулирования и изобретений регуляторов, относящимся к механике.
2. Задачи на анализ простейших объектов управления и  систем автоматики

 1. Рассмотрим регулятор Ползунова - 1765 г.
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  Рис.1.  Конструктивная схема регулятора Ползунова.

Вопросы: 
Какова цель управления и что является объектом управления в регуляторе Ползунова? 

Какие функции  в регуляторе Ползунова выполняет поплавок?
При изучении систем в ТАУ рассматриваются не конструктивные схемы систем, а функциональные схемы систем и   математические описания их элементов.

2. Рассмотрим схему управления электродвигателем постоянного тока.
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Рис.2 Система управления электродвигателем постоянного тока

Вопрос №1

Какова цель управления и что является объектом управления в электроприводе? 

Как регулируют задающее воздействие в электроприводе? 

Какое влияние оказывает на скорость вращения  (маховика) нагрузки
трение на валу двигателя?
1. Рассмотрим  регулятор Уатта

Вопрос №1

Какова цель управления и что является объектом управления в регуляторе Уатта? 

Вопрос №2 

Как по конструктивной схеме составить функциональную схему системы?


Вопрос №3
Что является чувствительным элементом в регуляторе Уатта?
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Рис. 3  Центробежный регулятор скорости Уатта.

Контрольные вопросы:

1. Что такое объект управления?

2. Что такое выходная характеристика или координата объекта управления?

3. В чем суть задачи управления?

4. Что понимают под системой автоматического управления?

5. Что понимают под системой автоматизированного управления?

 6.  Какова цель управления в регуляторе Ползунова? 
 7. Какая величина является регулируемой в регуляторе Ползунова? 

 8. Что является объектом управления в регуляторе Ползунова? 

 9.  Что является чувствительным элементом  в регуляторе Ползунова?

 10. Как называют элемент системы автоматики, для которого составлено математическое описание?

11. На какой элемент  схемы  управления электродвигателем действует возмущение?

 12. Для чего в схеме управления электродвигателем используется усилитель? 

· выдача домашне​го задания из задачника: Топчеев Ю.И., Цыпляков А.П.  Задачник по теории автоматического регулирования. Учеб. пособие для вузов.-М.: Машиностроение,1977. - 592 стр.
Практическое занятие № 2
Тема:  Функциональные схемы СУ (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
В настоящее время буквально все окружающие нас технические устройства содержат в своем составе то или иное число автоматических регуляторов. Ограничиваясь для примера бытовой электроникой, перечислим лишь некоторые характерные термины: автоматическая регулировка усиления; автоподстройка частоты; стабилизация напряжения и т.д. 

    При изучении систем в ТАУ рассматриваются не конструктивные схемы систем, а функциональные схемы систем и   математические описания их элементов.

Функциональная схема – это схема, составленная из конструктивно законченных блоков системы управления , предназначенных для выполнения определенных функций, связанных друг  с другом- взаимодействующим через сигналы( процессы) . Под функциями понимают получение и преобразование информации, усиление,  передачу и сравнение сигналов,  преобразование энергии, формирование управляющих воздействий и т.д. На функциональной схеме изображают все основные функциональные части изделия           (элементы, устройства,  функциональные группы), а также  основные взаимосвязи между ними. Графическое построение схемы должно наглядно отражать последовательность функциональных процессов, иллюстрируемых схемой. Действительное расположение элементов в системе  не учитывается.

Функциональная схема большинства систем автоматики однотипна.

Обобщенная структурная схема системы электроавтоматики приведена на рис.1
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Рис1. Функциональная схема  системы  электроавтоматики
Здесь обозначено: ЗУ- задающее устройство, формирующее задающее воздействие G; 2 - сумматор (сектор круга зачерняется, если подходящий к нему сигнал имеет знак "минус", например, реализуется отрицательная обратная связь); КУ -  корректирующее устройство; У - усилитель; УУ- устройство управления; ИМ - исполнительный элемент; РО -  регулируемый  объект (объект управления); КУ - местная обратная связь (параллельное корректирующее устройство);  Д – датчик, НП – нормирующий преобразователь СТ- стабилизатор, ИП- источник питания; охватывает схему снизу  - главная обратная связь.

Часто рассматривают укрупненные функциональные схемы САУ, в виде соединения и 
взаимодействия  устройства управления и объекта управления.

В общем виде САУ с одной выходной координатой объекта управления, одним задающим и одним возмущающим воздействиями представлена на рис.1.1, на котором обозначено:  О - объект управления;  УУ - управляющее устройство (регулятор); Х - выходная величина, характеризующая состояние объекта;  Y или U - регулирующее  или управляющее воздействие; G - задающее воздействие; F - возмущающее воздействие.
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Рис.2 Укрупненная функциональная схема САУ
На вход УУ помимо задающего воздействия поступает информация о возмущающем воздействии и о текущем реальном значении выходной величины. В соответствии с 
этим УУ полученную информацию преобразует и формирует регулирующее воздействие. .В частных случаях САУ могут иметь не все представленные связи. 

Вопросы для контроля:
1. Что такое объект управления?

2. Что такое выходная характеристика или координата объекта управления?

3. В чем суть задачи управления?

4. Что понимают под системой автоматического управления?

5. Что такое функциональная схема  системы автоматического управления?

6. Какие элементы входят в состав функциональной схемы системы автоматического управления?
7. Из каких элементов систоит  укрупненная функциональная схема  

системы автоматического управления?

Задания для рассмотрения у доски.
     Задание 1: Рассмотрим регулятор Ползунова.
Вопрос №1
Из каких элементов состоит регулятор Ползунова?

Вопрос №2 

Как по конструктивной схеме составить функциональную схему системы ?
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  Рис.3 Функциональная схема системы с регулятором Ползунова.

Задание 2: Рассмотрим регулятор Уатта.

Вопрос №1

Из каких элементов состоит регулятор Уатта?

Вопрос №2 

Как по конструктивной схеме составить функциональную схему  регулятора Уатта ?

Вопрос №2 

Как по конструктивной схеме составить функциональную схему системы ?

 Задание 3: Рассмотрим регулируемый электропривод.
 Составить  функциональную схему системы управления электродвигателем постоянного тока.
· выдача домашне​го задания из задачника: Топчеев Ю.И., Цыпляков А.П.  Задачник по теории автоматического регулирования. Учеб. пособие для вузов.-М.: Машиностроение,1977. - 592 стр.
Итоги занятия, выводы, выставление баллов за активную работу на занятии и решении задач у доски.
Практическое занятие № 3
Тема:    Принципы управления и алгоритмы работы (2 ч.)

 План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

Цель занятия: формирование навыков  анализа принци​пов управления, реализованных в   системах автоматики .

Задачи занятия:

1. Изучение фундаментальных принципов управления

2. Анализ принципов управления, реализованных в  регу​ляторе Ползунова, Уатта, следящем гидроприводе, адаптивном схвате робота.

В итоге изучения темы занятия студент должен:

знать: фундаментальные принципы управления и информацию, используемую устройством управления при формировании управляющего сигнала на объект управления

уметь: определять по описанию управляющего сигнала, функциональной и структурной схеме системы   принцип управления, реализованный в СУ
План занятия:
1. Цель занятия

2. Теоретические сведения.
      3. .Опрос студентов по теме: Принципы  и  основы  построения  САУ
      4. Решение задач по теме занятия.

      5. Контрольный опрос.

    6. Подведение итогов занятия.

1. Цель занятия:
 Формирование навыков  анализа принци​пов управления, реализованных в   системах автоматики Задачи занятия:

1. Изучение фундаментальных принципов управления

2. Анализ принципов управления, реализованных в  регу​ляторе Ползунова, Уатта, следящем гидроприводе, адаптивном схвате робота.

В итоге изучения темы «Принципы управления»  студент должен:

знать: фундаментальные принципы управления и информацию, используемую устройством управления при формировании управляющего сигнала на объект управления

уметь: определять по описанию управляющего сигнала, функциональной и структурной схеме системы   принцип управления, реализованный в СУ
3. Теоретические сведения ( их усвоение проверяется в процессе опроса) 

 Известно, что системы управления бывают замкнутыми (с обратной связью) и разомкнутыми.  В разомкнутых САУ выходная величина объекта не измеряется, то есть нет контроля за состоянием объекта. Разомкнутыми они называются потому. что в них отсутствует связь между выходом объекта и входом управляющего устройства.   Для измерения величины воздействий используют датчики. Возможны варианты, в которых УУ измеряет только задающее воздействие G, либо задающее и возмущающее воздействие F. В первом варианте принято говорить, что управление осуществляется по задающему воздействию, во втором - по возмущающему.

Существует три фундаментальных принципа управления :

1. Разомкнутое управление.

2. Замкнутое управление (управление с обратной связью).

3. Управление с компенсацией.

Рассмотрим схему с разомкнутым управлением.

[image: image621.wmf]Сигнал управления  U(t)=U{g(t)}

Рис.1. Схема с разомкнутым управлением 

 На схеме ЗУ  -  задающее устройство,  УУ- устройство управления, ОУ – объект управления. Достоинства данной схемы  -  быстродействие и простота реализации управления.
 Структура системы с обратной связью, в которой реализуется управление по отклонению, содержит обратную связь. Обратная связь – это сигнал, подаваемый  с выхода последующего элемента на вход предыдущего  через элемент сравнения. 
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Если в системе есть   обратная связь, то ее называют замкнутой.
Рис.2.  Схема системы управления  с   обратной связью

Сигнал управления  в замкнутой  системе формируется по закону:

[image: image623.wmf]U(t) = U[g(t),y(t)] = U[g(t),y(t),F(t)] .

U(t) = U[g(t)-y(t)] - принцип регулирования по отклонению (принцип Ползунова-Уатта).

Структура системы  с компенсацией содержит два управляющих устройства.

Одно из устройств УУ1 также как в схеме  разомкнутого управления преобразует сигнал задающего устройства g(t) в управляющий сигнал U1(t) 
В схему с компенсацией дополнительно включается устройство УУ2, измеряющее внешнее возмущение  F(t) и формирующее вторую составляющую сигнала управления U2(t),  с целью компенсации негативного влияния возмущения на объект управления.
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Рис.3. Схема управления с компенсацией

Сигнал управления U(t) = u1(t)+u2(t) = u1[g(t)]+u2[F(t)] = u[g(t),F(t)]

Для повышения точности управления в ряде случаев используется комбинированное управление. Наибольшее распространение получили две схемы комбинированного управления :

1. Управление объектом одновременно по замкнутому и по разомкнутому циклу.

2. Принцип замкнутого управления объектом и принцип компенсации возмущения.

[image: image625.wmf] 1) Управление одновременно по замкнутому и по разомкнутому циклу:

Рис.4.  Комбинированное управление по замкнутому и по разомкнутому циклу.

3.  Контрольный опрос студентов по теме: Принципы управления.

1. В чем состоит суть принципа управления по отклонению и как должна быть построена САУ для реализации этого принципа?

2. Каков характер изменения задающего воздействия в системах стабилизации? 

3. Каков характер изменения задающего воздействия в системах программного управления?

4. Каков характер изменения задающего воздействия в следящих системах?

5. Что определяет вид задающего воздействия в следящей радиолокационной системе сопровождения летательного аппарата?

6. Если управляющее воздействие на объект управления имеет вид 
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, то какой принцип управления реализован в этой системе? 
4. Задания для решения у доски.
Задание 1.  Провести анализ принципов управления, реализованных в  регу​ляторе Ползунова,  Уатта,  электроприводе постоянного тока с регулируемой скоростью вращения, в адаптивном захвате робота. Эти системы были рассмотрены  на первом практическом занятии. При этом нужно ответить на следующие  вопросы: Какой принцип управления реализован в этих регуляторах, и какая это   система с точки зрения  информации, используемой в регуляторе?

Задача № 2. 

Составить функциональную схему  следящего гидропривода и математическую модель объекта управления (гидроцилиндра)  и провести анализ принципа управления, реализованного  в следящем гидроприводе  выдвижения звена  робота.

Проведем анализ конструкции и рассмотрим принцип работы следящего гидропривода.
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Рис.6. Конструктивная и функциональная схемы следящего гидропривода  выдвижения звена  робота.

Определить алгоритм работы следящего гидропривода.
· выдача домашне​го задания из задачника: Топчеев Ю.И., Цыпляков А.П.  Задачник по теории автоматического регулирования. Учеб. пособие для вузов.-М.: Машиностроение,1977. - 592 стр.
Итоги занятия, выводы, выставление баллов за активную работу на занятии и решении задач у доски. 
Практическое занятие № 4
Тема: Дифференциальные уравнения и передаточные функции  (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения по теме Дифференциальные Уравнения и ПФ

Системы автоматического управления (САУ) различной физической природы и совершенно различного функционального назначения могут иметь одинаковое математическое описание, то есть описываться одинаковыми уравнениями (отличаться будут лишь размерности величин). Но в САУ с одинаковым математическим описанием и процессы при управлении будут протекать одинаково, хотя действовать в них будут различные физические величиныПричем необходимо отметить, что составление математического описания отдельных элементов или систем в целом может быть произведено лишь на основе четкого понимания физических процессов, протекающих в этих объектах и алгоритмах их функционирования. Поэтому задача получения исходного математического описания относится к предмету специальных дисциплин, в которых эти элементы изучаются.В теории автоматического управления указанные выше вопросы изучения САУ решаются с помощью специальных методов с использованием математического описания. Отсюда следует, что возможность успешного освоения настоящей дисциплины основывается, в первую очередь, на знании высшей математики и, с учетом профиля специальности "Роботы и робототехнические системы", Физики,Теоретической механики, Электроники и  основ теории цепей.

Состояние объекта характеризуется выходной величиной x(t), регулирующим воздействием y(t) и возмущением f(t). Тогда выходная величина может быть представлена функцией:F(x,.f). Математической моделью элемента или системы называется описание процессов протекающих в системе (элементе) на языке математики.

 
Элемент математической модели для которого составлено математическое описание называется звеном. В общем случае  модель может быть представлена алгебраическим, интегральным, интегро-дифференциального уравнением.  Или, например , может иметь вид  дифференциального уравнения:
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 EMBED Equation.2  


 Это уравнение оценивает состояние системы во времени, определяет переходные процессы и обычно называется уравнением динамики.

 Звено можно представить схематично в виде прямоугольника со стрелками:  Стрелки обозначают сигналы (процессы), поступающие на вход и регистрируемые на выходе элемента технической системы. Принято обозначать x(t)- входной сигнал,   f(t)- возмущающее воздействие (помеха)  y(t)- выходной сигнал.

Примеры составления математических моделей

Рассмотрим методику математического описания процессов первым способом на примере построения модели электродвигателя постоянного тока. Рассмотрим законы физики и на их основе составим уравнения электрических, электромагнитных и механических процессов:
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 EMBED Equation.2  



Ce - коэффициент противо ЭДС (паспортные данные двигателя) ,

См - коэффициент двигателя по моменту (паспортные данные двигателя) ,

М - механический момент ,

Мс - момент сопротивления ,

Мт - момент трения ,

h - коэффициент вязкого трения .

Запишем механическое уравнение движения, учитывая что движущий момент, развиваемый электродвигателем пропорционален току:
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Мы получили систему  дифференциальных уравнений, описывающую работу электродвигателя 
Однако в форме дифференциальных уравнений математическое описание в теории автоматического управления обычно не применяется вследствие сложности решения таких уравнений. Исследование САУ существенно упрощается при использовании прикладных математических методов операционного исчисления и использования компактной формы записи ДУ- Передаточных функций.
Передаточная функция может быть получена из дифференциального уравнения на основе преобразования Лапласа.

Пусть дано дифференциальное уравнение:    

K1(T1x ‘+x ) = T2 2 y ‘’+T3 y ‘+K2 y -K3 f
Преобразуем это уравнение по Лапласу:

     K1(T1(pX(p)-xo)+K1X(p) = T22 (p  2Y(p)-pyo-yo ‘)+T3(p(Y(p)-yo)+

     + K2Y(p)-K3F(p)
Пусть xo ,yo, yo ‘ = 0, тогда, приведя подобные члены, получим:

     K1(T1p+1)X(p) = (T22p2+T3p+K2)Y(p)-K3F(p)

 Будем считать, что на вход звена действует лишь полезное воздействие, то есть F(p)=0. 
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Найдем отношение изображений по Лапласу выходного сигнала ко входному при нулевых начальных условиях[image: image632.wmf]X
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   Y(p)/X(p) =  W(p)
Это и есть передаточная функция звена по входному воздействию. Формально передаточная функция звена может быть получена другим более простым   путём с помощью замены d/dt=p , d2/dt2=p2.
 Для составления передаточной функции в  дифференциальном  уравнении заменим операцию дифференцирования d/dt оператором p. При этом из дифференциального уравнения получим алгебраическое :  

     K1 *(T1 *x’+x)+K2 *f = T22 *y’’+T3 *y’+K3 *y 

Такой формализованный прием  достаточно просто позволяет получить  ту же  самую передаточную  функция  звена.
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   1).    Рассмотрим наше алгебраическое уравнение для случая , когда возмущающее воздействие   при f=0: K1* (T1*p+1) *x  =  (T22*p2+T3*p+K3) * y  
   Здесь      W(p)  =  y/x - передаточная  функция  звена .
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 Таким образом, передаточная функция звена связывает изображение выходной координаты со входной. Реальные x(t) входная и y(t) выходная координаты являются функциями времени.
 Передаточная  функция связывает условные изображения входного и  выходного сигнала , представленной следующей зависимостью :        W(p) = Y(p)/X(p) .

         2).         Предположим , что    x(t)=0 , а f(t)<>0          K2*f  =  (T22*p2+T3*p+K3 ) *y  ,
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        Wf(p)  =  Y(p) / X(p) 

Wf(p)  называется передаточной функцией по возмущающему воздействию . Структурная схема такого звена :
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4
· Решение задач  на составление математических моделей  в форме дифференциальных уравнения и передаточных функций  у доски

Составим математическую модель гидроцилиндра- объекта управления следящего гидропривода.

Рассчитаем массу подвижных частей.
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Задание 2. Определение передаточных функций пассивных и активных RC-фильтров.

Для определения передаточных функций воспользуемся сведениями из теоретических основ электротехники.
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Здесь 
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 комплексные сопротивления.
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Зависимости для расчета комплексных сопротивлений имеют вид:
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Задача № 2. Определить передаточную функцию пассивного корректирующего фильтра:
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Задача № 3. Определить передаточную функцию пассивного корректирующего фильтра:
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Входное сопротивление  
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Выходное сопротивление  
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Определение передаточных функций активных RC-фильтров.
Активные RC-фильтры реализуют на операционных усилителях.  Операционными усилителями называются усилители постоянного тока малой мощности с большим коэффициентом усиления. В настоящее время они выполняются по интегральной технологии, т.е. в виде микросхем.
Задача № 4 Определить передаточную функцию активного RC-фильтра:
[image: image22.png]
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· выдача домашне​го задания
· Задание для самостоятельной работы во внеаудиторное время на определение передаточной функции:
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А также задания из задачника: Топчеев Ю.И., Цыпляков А.П.  Задачник по теории автоматического регулирования. Учеб. пособие для вузов.-М.: Машиностроение,1977. - 592 стр.
Подведение итогов занятия.
Практическое занятие № 5
Тема:  Структурные схемы систем управления. Модели вход-выход (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Рассмотрение примера у доски
· Решение задач у доски
· Опрос по теоретическому материалу

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения  о структурных схемах и их применении в ТАУ
 В теории автоматического управления под структурной схемой понимается графическое изображение математического описания. То есть для составления структурной схемы система дробится на элементы, каждый из которых описывается простейшим математическим выражением ( в виде передаточной функции). Структурные схемы содержат следующие четыре типа элементов: звенья направленного действия; устройства сравнения, или сумматоры; линии связи; точки разветвления (узлы). 

Звенья направленного действия изображаются прямоугольниками, внутри которых записываются их передаточные функции.

     Между собой звенья соединяются с помощью линий связи. На этих линиях стрелками указывается направление распространения сигналов. Следует подчеркнуть, что в направлениях, противоположных указанным стрелками, сигналы не распространяются. Сами линии связи, также как и сумматоры, считаются идеальными, то есть никакими параметрами не обладают.

Сумматоры предназначены для суммирования сигналов (с учетом знака сигнала), как и на функциональных схемах.

Для распределения сигналов по различным направлениям используются узлы, которые обозначаются точками в местах пересечения линий связи.
Составление структурных схем по системам дифференциальных уравнений производится преобразования дифференциального уравнения по Лапласу и определении передаточных функций, составляющих систему звеньев.
Рассмотрение примера у доски

Пусть дана система дифференциальных уравнений отражающая процессы в системе автоматики.
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EMBED Equation.3[image: image26.wmf]
Для того, чтобы  по системе дифференциальных уравнений составить структурную схему, необходимо: заменить 
[image: image27.wmf]p
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.Затем определить передаточные функции;  изобразить и соединить звенья системы на чертеже.
 Выполним  эти действия:
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Запишем передаточные функции
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Изобразим  звенья системы на чертеже
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Структурная схема системы, составленная по уравнениям.
Задачи для усвоения  порядка составления структурных схем по системе дифференциальных уравнений  
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Опрос по теоретическому материалу
Контрольные вопросы
1.  Какие формы математического описания систем используются в ТАУ?

2.  Поясните понятия   входного, выходного сигнала и промежуточных  переменных системы!

4. Как от описания системы в  виде структурной  схемы  перейти к орграфу? 

5. Какая схема называется структурной?  

6. В чем отличие  структурной схемы от функциональной?

7. Что такое звено?

8. Как  оно  изображается на структурной схеме и орграфе?

9.  Какие бывают звенья?
Подведение итогов занятия

Формулировка домашнего задания.

Практическое занятие № 6
Тема:  Преобразования структурных схем (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Для удобства расчетов бывает необходимо преобразовать исходную структурную схему системы к какому-либо желаемому виду, чаще всего - к цепи последовательно соединенных звеньев. В связи с этим рассмотрим основные правила преобразования структурных схем.

При последовательном соединении n звеньев с передаточными функциями Wi(p) эквивалентная передаточная функция Wэ(p) определяется их произведением

[image: image39.wmf](

)

(

)

(

)

вых

вх

вых

вх

вых

Z

Z

Z

P

U

P

U

P

W

+

=

=


:

При параллельном соединении n звеньев эквивалентная передаточная функция определяется суммой передаточных функций Wi(p) отдельных звеньев.

Основные соединения звеньев

Соединение элементов является последовательным, если выход предыдущего элемента является входом последующего.
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Определим эквивалентную передаточную функцию Wэкв(p):
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Итак,   
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 для последовательного соединения.
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Если в системе один и тот же сигнал поступает на несколько элементов, то речь идет о параллельном соединении элементов.

Определим Wэкв:

Y=Y1+Y2+Y3
Y1=W1*X

Y2=W2*X

Y3=W3*X

Y=W1*X+W2*X+W3*X

Y=X(W1+W2+W3)
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Схемы с обратной связью реализуются на встречно-паралельных соединениях. Во данных соединениях выделяют прямую цепь, цепь обратной связи, а также при размыкании этой системы звенья W1 и W2 оказываются последовательно соединенными и образуют разомкнутый контур.
Для нахождения Wэкв выразим z и ε через Y.

 ε=x-z               =>  z=W2*Y
 W1(p)* ε=Y     =>  ε=Y/W1(p)
Проведем дальнейшие преобразования:
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Y+W1(p)*W2(p)*Y=X*W1(p)

Y(1+ W1(p)*W2(p))=X*W1(p)

Таким образом, для рассматриваемого соединения эквивалентная переходная характеристика имеет следующий вид:
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Передаточная функция Wэ системы, представленной на структурной схеме, по входному  задающему воздействию  имеет вид :
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2. Опрос по теоретическому материалу
Вопросы для контроля:
1.Как определить эквивалентную  передаточную функцию  Wэ  при параллельном соединении  двух звеньев?
2.Как определить эквивалентную  передаточную функцию  Wэ  при последовательном  соединении  двух звеньев? 

3. Назовите основные виды соединения звеньев в САУ?

4.    Чему равна передаточная функция замкнутой системы в разомкнутом состоянии?
5..  Дайте определение передаточной функции замкнутой системы по ошибке.
Решение задач у доски

Задача 1:

 Чему будет равна эквивалентная  передаточная функция  Wэ  соединения двух заданных типовых звеньев
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А) в общем виде.

Б) Если :
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Задача 2:

Чему будет равна эквивалентная  передаточная функция  Wэ  соединения двух заданных типовых звеньев

[image: image646.wmf]ОУ
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Усложним задачи:

Структурная схема как правило является удобной и информативной формой математического описания системы, так как на ней в наглядной форме представлены все узлы исследуемой системы и все существующие между ними связи. Это может оказаться полезным во всех дальнейших  исследованиях.
[image: image49.emf]
Рис. 6.4.






Рис. 6.5.

На рис. 1.4 в качестве примера приведена структурная схема разомкнутой системы регулирования в том случае, когда цепь регулирования представляет собой простую цепь последовательно включенных звеньев. В этом случае   передаточная функция разомкнутой системы
[image: image50.emf]
Здесь [image: image51.emf] представляют собой заданные передаточные функции объекта регулирования и отдельных звеньев, входящих в систему регулирования.

Нетрудно видеть, что для нахождения передаточной функции разомкнутой системы можно разомкнуть систему не обязательно так, как это показано на рис.  6.4,  а в произвольном месте.
На рис. 1.5 изображен более сложный пример системы автоматического регулирования. Передаточная функция разомкнутой системы в этом случае
[image: image52.emf]
И в этом случае для нахождения передаточной функции разомкнутой системы можно разомкнуть систему в другом месте, например в точках а, b, с или d.
Для рассмотренных на рис. 1.4 и 1.5 систем, зная передаточную функцию разомкнутой системы W (р), легко найти дифференциальные уравнения для регулируемой величины и ошибки, записанные в символической форме:
[image: image53.emf]
где g (t) — задающее воздействие.


На рис. 6.6 изображена структурная схема системы стабилизации. В этом случае задающее воздействие g (t) = const представляет собой настройку регулятора.
[image: image54.emf]

Рис. 6.6
Определим передаточную функцию разомкнутой системы:
[image: image55.emf]
Практическое занятие № 7

Тема: Частотные характеристики систем автоматического управления (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения о  частотных  характеристиках систем

Частотные характеристики отражают свойство звена пропускать или отфильтровывать сигнал той или иной частоты.

Частотные  характеристики - это формулы и графики характеризующие реакцию звена  или системы на синусоидальное или гармоническое входное воздействие в установившемся режиме.

При подаче на вход звена вид типового гармонического воздействия  выходной сигнал y(t) будет представлять собой   также гармоническую функцию.  Однако, если рассмотреть и сопоставить входной и выходной сигналы звена, то можно увидеть, что они отличаются друг от друга по амплитуде ( a=a/b --- амплитудная характеристика звена ) и по фазе ( (=(вых-(вх --- фазовая характеристика звена) . Вообще, частотные характеристики представляют собой формулы, графики, характеризующие реакцию звена на синусоидальное входное воздействие в установившемся режиме.  Итак, при рассмотрении частотных  характеристик считаем, что на входе системы дейст​вует гармонический сигнал с амплитудой [image: image56.png]A,



 и часто​той [image: image57.png]


:

[image: image58.png]Talt sin a¥




.                                                
По окончании переходного процесса на выходе линейной системы будут существовать гармонические колебания с той же частотой, что и у входного сигнала, но в общем случае отличающиеся от  него по амплитуде и фазе, т.е. в установившемся режиме выходная величина звена равна:

[image: image59.png]Koy (£) = Ay -5 (2 + @)



,                                        
где [image: image60.png]


 – амплитуда установившихся выходных колебаний;  [image: image61.png]


 – фазовый сдвиг между входными и выходными   синусоидальными колебаниями. При изменении частоты [image: image62.png]


 изменяется, как соотношение между амплитудами входных  и выходных колебаний, так и фазовый сдвиг [image: image63.png]


 между ними. При этом зависимость от частоты отношения амплитуд  называется  амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ), т.е.           [image: image64.png]A,
T



.

Зависимость величины фазового сдвига от частоты [image: image65.png]@(@)



называется  фазо-частотной характеристикой (ФЧХ).  Определив амплитудно- и фазо-частотную характеристики системы, например, получив их экспериментально, можно построить еще одну частотную характеристику –  амплитудно-фазовую (АФЧХ). Амплитудно-фазовую характеристику, используя [image: image66.png]Alw) u p(a)



 в качестве полярных координат, строят на  комплексной плоскости по следующим правилам. Задаются значением частоты ωi, для которого по графику ФЧХ  определяют величину фазового сдвига φ(ωi) , а по графику АЧХ  – величину  A(ωi). 
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Из начала координат комплексной плоскости проводится луч под углом φ(ωi) к положительной действительной полуоси. Угол откладывается  против часовой стрелки, если φ(ωi) > 0, т.е. когда выходной гармонический сигнал опережает входной, и в противоположном направлении, если φ(ωi) < 0 .Из начала координат по этому лучу откладывается отрезок, длина которого в выбранном масштабе равна A(ωi) (рис. 2.4, в). 
Каждая точка амплитудно-фазовой частотной характеристики соответствует определенному значению частоты. Значения для конечного количества точек характеристики наносятся вдоль характеристики и указывают направление возрастания частоты ω.
Очевидно, что возможно и решение обратной задачи: по годографу  амплитудно-фазовую частотную характеристику можно построить характеристики [image: image68.png]Ala)



и [image: image69.png]()



. На рис. 2.4 приведен примерный вид этих характеристик для инерционной системы. 

Как показано на этих рисунках, у таких звеньев в силу их инерционности амплитудная частотная характеристика по мере увеличения частоты в конце концов спадает до нуля. При этом, чем менее инерционно звено, тем шире его амплитудная частотная характеристика, т.е. тем больше полоса пропускаемых звеном частот, или просто его полоса пропускания.

Теоретически частотная характеристика продолжается до бесконечности, но практически полоса пропускания оценивается значением частоты, при котором отношение амплитуд окончательно становится меньше определенного, достаточно малого конечного значения. Это значение обычно берут равным 0,05 (на этой частоте амплитуда выходных колебаний падает до 5 % амплитуды входных колебаний). Наличие максимума у амплитудной частотной характеристики говорит о резонансных свойствах звена. Частота, соответствующая максимуму амплитудной характеристики, называется резонансной ([image: image70.png]


).

Фазовая характеристика у обычных инерционных звеньев (рис. 2.4, б) отрицательна ([image: image71.png]


(ω)< 0), т.е. выходные колебания отстают по фазе от входных, и это отставание растет с частотой.

Используя символическую форму записи гармонических сигналов xвх(t) и xвых(t), получим аналитические  выражения для рассмотренных характеристик, их зависимость между собой и с передаточной функцией системы.

Символическая запись  гармонических сигналов: 
[image: image72.png]Tolt) = ™



,                  [image: image73.png]A, e )




.

Определим амплитудно-фазовую характеристику системы, как отношение выходного сигнала системы к входному, выраженное в комплексной форме:
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.                      
Из выражения  следует, что амплитудно-частотная и фазо-частотная характеристики является соответственно модулем и фазой (аргументом) амплидудно-фазовой характеристики:
A(ω) = |W(jω)|      и     φ(ω) = argW(jω).                                       
Очевидно, что на приведенных зависимостях   между характеристиками основывалась рассмотренная методика построении W(jω) по A(ω)  и  φ(ω).
Комплексное выражение для  W(jω) может быть представлено, как в  декартовой форме, так и в виде:

W(jω) = P(ω) + jQ(ω),                                                 (2.31)

где P(ω), Q(ω) – соответственно вещественная и мнимая частотные характеристики системы.

Таким образом, получаем всего пять частотных характеристик: амплитудно-фазовую W(jω), амплитудно-частотную A(ω), фазо-частотную φ(ω), вещественную частотную P(ω) и мнимую частотную Q(ω). Между этими характеристиками, кроме зависимостей (2.30) – (2.31), имеются следующие очевидные связи:

[image: image75.png]W(ja)= P (@) +0* (@)



;                                           (2.32)

[image: image76.png](@) = arctg 22
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                                                    (2.33)
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.                          (2.34)

Частотные характеристики системы не зависят от времени. В этом их принципиальное отличие от временных характеристик. Если временные характеристики определяют поведение системы в переходном процессе при различных типовых входных воздействиях, то частотные выражают зависимость параметров установившихся выходных синусоидальных колебаний от тех же параметров входных колебаний при различных частотах. 

Частотные характеристики широко используются в инженерной практике при анализе и синтезе САУ. Особым их достоинством является то, что они могут быть получены экспериментальным путем, что особенно важно для систем, аналитические уравнения которых не представляется возможным получить из-за их сложности. Несмотря на то, что частотные характеристики, например W(jω), отображают только установившиеся процессы в системе, они в полной мере определяет и ее динамические свойства.
 В практических расчетах чаще всего амплитудную и фазовую частотные характеристики изображают в логарифмическом масштабе, что позволяет в значительной степени сократить объем вычислительных работ. Логарифмической единицей усиления или ослабления мощности сигнала при прохождении его через какое-либо устройство при выражении десятичным логарифмом величины отношения мощности на входе Pвых к мощности на входе Pвх в технике принят бел. Но так как бел является достаточно крупной единицей усиления (ослабления) мощности (увеличению мощности в 10 раз соответствует 1 Б), то за единицу измерения ее принят децибел 1дБ=0,1 Б. Таким образом, изменению отношения двух амплитуд в 10 раз соответствует изменение усиления на 20 дБ, в 100 раз - на 40 дБ, в 1000 раз - на 60 дБ и т.д.

Вычислим, какому отношению амплитуд соответствует один децибел, два и т.д.

1дБ=20lg(Aвых/Aвх);

lg(Aвых/Aвх)=1/20;

За единицу измерения частоты используется логарифмическая единица декада. Декадой называется интервал частот между какой-либо величиной частоты и ее десятикратным значением. В логарифмическом масштабе частот отрезок в одну декаду не зависит от частоты и имеет длину, равную  1.
Контрольные вопросы.

1. Какую  характеристику называют  частотной  характеристикой системы?
2. Как получить частотную   характеристику системы из ее передаточной функции?
3. Какую частотную характеристику называют амплитудной и что она показывает?

4. Какую частотную характеристику называют фазовой  и что она показывает?

5. Какую амплитудную  частотную характеристику называют логарифмической?

6. Какую  логарифмическую амплитудную  частотную характеристику называют  асимптотической? 
7.  В каком диапазоне изменяется фазовая характеристика апериодического звена 1-ого порядка? 
8. В каком диапазоне изменяется фазовая характеристика колебательного звена?
9.  Какую частоту системы называют резонансной?
10.   Какую частоту системы называют частотой сопряжения? 

11. Какую частоту системы называют среза? 
12.  По какой  частотной характеристике   системы определяют резонансную частоту? 

Задача № 1
Построить  логарифмические частотные характеристики  (ЛАФЧХ) разомкнутой системы следующей структуры:
[image: image78.png]K(tP+1)

P(LP+1NTP+1)





[image: image647.wmf]ОУ

ЗУ

УУ

g(t)

u(t)

F(t)

y(t)


[image: image79.wmf])

(

 

),

(

L

 

построить

 

и

 

)

(

02

,

0

01

,

0

05

,

0

20

раз

3

2

1

w

j

w

раз

раз

P

W

T

T

T

K

=

=

=

=


Порядок решения этой задачи следующий:
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Проведем анализ составляющих разомкнутую цепь звеньев
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Вычислим частоты сопряжения
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                                                                                                     i = n-m = 3-1 = 2

                                                                                                    В.ч.а   - 20.2 = - 40

 3. Построим ЛАФЧХ  разомкнутой системы суммированием частотных характеристик типовых звеньев, входящих в разомкнутую цепь системы. ЛАФЧХ представляет собой пару графиков следующего вида :

 


[image: image82.png]Puc. JIorapugmuyeckne UacTOTHbIE XaPaKTEPHCTHKH




В инженерной практике при решении задач  ТАУ получили широкое распространения асимтотические ЛАФЧХ, на которых  логарифмические амплитудно-частотные характеристики предствляются отрезками прямых..
 Задача № 2. 

Пострить ЛАФЧХ последовательного соединения апериодического звена и интегратера с параметрами заданными преподавателем.

Практическое занятие № 8
Тема: Модели вход-состояние-выход  (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Модели систем в форме вход-состояние –выход с математической точки зрения это предполагают ис​пользование методов матричного исчисления и векторного анализа. Подход, основанный на поня​тии переменных состояния системы, особенно удобен для описания многосвязных или нестационарных линейных систем, а также  нелинейных систем, исследование которых с помощью методов, базирующихся на использовании передаточных функций и частотных характеристик САУ, часто бывает затруднительным. Использование математического аппарата теории матриц и матрич​ных уравнений  позволяет получить основные зависимости в компактном виде, удобном для исследования систем на ЭВМ. 

Основное положение метода вход-состояние –выход  заключается в следующем. Для полного математического описания динамической системы  [image: image83.png]


-го порядка необходимо ввести в рассмотрение [image: image84.png]


 независимых переменных состояния системы [image: image85.png]x(8)



. Эти переменные должны быть выбраны так, чтобы,  зная начальное состояние системы [image: image86.png]x(ty)



 в момент t = t0,  можно было бы при известных на интервале t0 ≤ t ≤ t1  входных воздействиях [image: image87.png]X ()



, определить состояние[image: image88.png]x(,)



 в момент времени [image: image89.png]


.

При описании системы в пространстве состояния целесообраз​но разделить все сигналы,  характеризующие поведение системы, на три группы:

1)      входные сигналы или входные воздействия [image: image90.png]X ()



, приложенные к исследуемой системе со стороны других систем, [image: image91.png]


;

2)      выходные сигналы [image: image92.png]Tosag(£)



, характеризующие реакцию системы на указанные входные воздействия, [image: image93.png]


;

3)      промежуточные переменные [image: image94.png]x(8)



, характеризующие внутреннее состояние системы, [image: image95.png]


.

Для удобства описания каждую группу переменных можно представить в виде вектора (матрицы-столбца):

Xвх(t) = [image: image96.png][Zn @, Feg B T OF



 – вектор входных воздействий;

Xвых(t)= [image: image97.png][ st O Fasga @ Ty O



 – вектор выходных переменных системы;

X(t) = [image: image98.png][x©.x @z, OF



 – вектор переменных состояния системы.

Приведенная классификация сигналов в системе является в определенной степени условной, так, некоторые переменные состояния [image: image99.png]x(8)



могут совпадать с выходными сигналами [image: image100.png]Tosag(£)



, но в общем случае между ними существует следующая зависимость:
2. [image: image101.png]Tam(t) = enm(E)Fenm(t) b ton i (t);
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                              (6.1)

В пространстве состояния, осями координат которого являются переменные состояния, каждому моменту времени соответствует вектор X(t). Величина и положение этого вектора с течением времени изменяются, в результате чего конец вектора X(t) описывает кривую, называемую траекторией движения системы в пространстве состояний. 

Динамика линейной стационарной САУ [image: image102.png]


-го порядка может быть описана системой  [image: image103.png]


 линейных дифференциальных уравнений: 

3. [image: image104.png]dxy(t
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  (6.2)

4. Систему уравнений (6.2) можно записать в виде сле​дующего матричного (векторного)  дифференциального уравнения:

5. [image: image105.png]B ax+ 5%,
dt



,                                                (6.3)
где   А[image: image106.png]


  –  матрица системы (квадратная матрица размером [image: image107.png]


);
B [image: image108.png]


 –  матрица управления размером [image: image109.png]


.
В матричной форме система уравнений (6.1) примет вид:
6. [image: image110.png]X (8)=CTX(2)



,                                                     (6.4)
где    С  [image: image111.png]»



 –   матрица наблюдения размером [image: image112.png]


. 
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Уравнения (6.3) и (6.4) называют уравнениями состояния системы.

Элементы матрицы системы  А определяются структур​ной схемой системы и значениями ее параметров. Матри​ца управления В характеризует влияние входных сигналов на пере менные состояния, а матрица наблюдения С определяет связь выходных сигналов системы с вектором состояния. Обычно не все составляющие вектора состояния являются наблюдаемыми сигналами, т. е. они  не могут быть измере​ны с помощью каких-либо датчиков, в то время как вы​ходные сигналы всегда наблюдаемы. 

Вопросы для контрольного опроса:

1.      Что такое переменные состояния? Поясните их физический смысл.

2.      В чем заключается неоднозначность выбора переменных состояния?

3.      Назовите основные методы выбора переменных состояния.

4.      Между какими сигналами устанавливает связь матрица наблюдения?

5.      Что такое характеристическая матрица?

6.      От чего зависит размерность матрицы управления?

7.      Запишите векторные уравнения состояния системы.

Задачи:
Задача1:Какие матрицы А и В, имеет система, записанная в виде системы дифференциальных уравнений, 
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Если ее предствить в векторно-матричной форме 
[image: image115.wmf]xAxBU
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Задача 2:
Какую  размерность имеет вектор состояния  для одномерной  система управления, описываемой  дифференциальными уравнениями…
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где u – входной сигнал, x1 – выходной сигнал.
Задача 3: Система описывается векторно-матричным дифференциальным уравнением 
[image: image117.wmf]xAxBu
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. Её устойчивость определяется получаемыми из матрицы  А  _______ числами.
Задача 4: Две системы – одномерная и многомерная, обе одного и того же порядка n, описаны моделями вход – состояние – выход в форме
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В этих описаниях одну и ту же размерность имеют матрицы…
Практическое занятие № 9
Тема:  Преобразования форм представления моделей

 (2 ч.)
 План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Основными математическими понятиями, используемыми для описания элементов систем управления, являются:
1.  дифференциальное уравнение звена

2.  передаточная функция звена

3.  весовая функция 

4.  переходная характеристика

5.  частотные характеристики

6.  логарифмические частотные характеристики

7.  описание в форме вход-состояние –выход 

Наиболее часто составляют описание звена в виде дифференциального уравнения или системы дифференциальных уравнений. Однако при решении задач управления  распространены и другие, перечисленные выше формы математического описания.

Все эти формы  взаимозаменяемы, описание из одной формы может быть преобразовано в другую Преобразование форм представления моделей базируется на анализе дифференциальных уравнений и передаточных функций, основных положениях метода переменных состояния, понятии  векторов входов, выходов и переменных состояния; формулах взаимосвязи   передаточных функций, моделей в переменных состояния, временных и  частотных характеристик системы, структурных схем и орграфов системы..
 В частности, интегрируя весовую функцию можно получить переходную характеристику, зная передаточную функцию легко построить частотную характеристику, а весовую функцию и  частотную характеристику связывает интегральная пара преобразования (прямое и обратное преобразование Фурье). От структурной схемы можно перейти к дифференциальным уравнениям и записать их в форме вход-состояние –выход 

Задача1: Передаточная функция 
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имеет вид… ?   
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Задача 2:
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На рисунке представлена структурная схема системы управления. В пространстве состояний эта система описывается уравнениями 
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Определите вид матриц А и В.

Задача 3:
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На рисунке представлена структурная схема системы управления. В пространстве состояний эта система описывается уравнениями 
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Определите вид матриц А,В и С.

Практическое занятие № 10
Тема:  Анализ устойчивости  линейных САУ (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
На основе работ Ляпунова по исследованию устойчивости были получены формальные признаки, которые позволили, не прибегая к решению характеристического уравнения, судить об устойчивости или неустойчивости системы. Такие признаки получили название критериев устойчивости.

критерии устойчивости делятся на две большие группы:

1.  алгебраические

2.  частотные

 Алгебраические критерии построены на алгебраических уравнениях и соотношениях. К этой группе относятся критерии Гурвица, Рауса, Льенара-Шепара. Ко второй группе относятся критерии Михайлова и Найквиста-Михайлова.
Для  анализа  устойчивости  систем в инженерной практике широко используется  критерий  Гурвица. Критерий был разработан  на основе выводов, ,полученных Ляпуновым, словацким ученым Гурвицем.

 Критерий основан на рассмотрении систем неравенств, образуемых из коэффициентов характеристического уравнения.

X1 = AX
D(p) = │ pE - A │  = 0

W(p) = R(p)/Q(p) ; ф(p) = W(p)/(1+W(p)) = [R(p)/Q(p)]/[1+(R(p)/Q(p))] ;

D(p) = Q(p)+R(p) ;

Y(p)/G(p) = R(p)/(R(p)+Q(p)) ;

таким образом,  aop^n + a1p^(n-1) + ... +a(n-1)p + p = 0

т.е.  aopn+a1p(n-1)+ ... +a(n-1)p+an = 0 ;

an- коэффициенты характеристического уравнения
Определитель Гурвица имеет следующий вид:

	а1
	а3
	А5
	…
	0

	а0
	а2
	А4
	…
	0

	0
	а1
	А3
	…
	0

	…
	…
	…
	…
	

	0
	0
	…
	а(n-2)
	аn
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Суть критерия Гурвица: чтобы система n-ого порядка была устойчива, все определители Гурвица, составленные из характеристического уравнения n- ого порядка, должны быть больше нуля.

 Задача 1 :Рассмотрим пример на применение критерия Гурвица для системы

с  передаточной функцией разомкнутой системы:
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Примем Ку равным 2:  Ку=2

Подставим  значения  коэффициентов в определитель: 
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    Определитель положительный, 

Следовательно,  при Ку=2 система устойчива.
Задача 2:  Задан определитель Гурвица

а - 
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Какому характеристическому уравнению он соответствует ?

Задача   №3 По характеристическому уравнению  замкнутой системы, имеющему вид
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 Сделайте заключение об устойчивости или неустойчивости системы.
Практическое занятие № 11
Тема:  Синтез устойчивых систем (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Критерий  Гурвица можно использовать  для синтеза устойчивых систем, при этом решая неравенство находят граничные значения параметров, при которых система будет находиться на границе устойчивости.
Например, решим задачу:

Дана  структурная схема  системы
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Рассчитайте граничное значение К , при котором система будет устойчивой ( (=0.5)

Для решения этой задачи нужно записать характеристический многчлен этой системы, составить из его коэффициентов определитель Гурвица и решить неравенство, определив при этом граничное значение К.
Анализ  устойчивости и синтез устойчивых систем   можно проводить по  логарифмическим  частотным  характеристикам. Комплексную  частотную характеристику построить сложно, поэтому частотный критерий Найквиста при комплексном представлении частотной характеристики редко используется в инженерной практике

Чтобы переформулировать критерии Найквиста применительно к логарифмическим частотным характеристикам, вспомним понятие частоты среза и значение этой характеристики для быстродействия и других динамических показателей системы.
Частота среза —частота, на которой   |W(jwср)|=1. L(wср) = 0.  [image: image657.jpg]P b Bodo BB et
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Если система устойчива, то wср < wкр.

 Для систем, имеющих простые логарифмические частотные характеристики  критерий устойчивости Найквиста имеет вид: если wср < wкр, то система устойчива и наоборот.

Для более сложных случаев логарифмические частотные характеристики системы могут иметь не одну wкр и wср, а несколько wкр и wср.

Для систем, имеющих более сложные логарифмические частотные характеристики, критерий устойчивости Найквиста имеет вид: необходимо, чтобы разность между положительными и отрицательными переходами фазово-частотной характеристики при f: (+/-)180 градусов(2i-1) при i = 0,1,2,3,... Во всех областях, где L(w) >0 была m/2 (m --- число корней характеристического уравнения разомкнутой системы с положительной вещественной частью).

Оценивая устойчивость системы, Найквист ввёл понятия запаса устойчивости по фазе и амплитуде.

Запас устойчивости по фазе --- величина (f, определяемая по зависимости 

(f = 180 градусов + f(wср).

Запас устойчивости по амплитуде --- величина  (A = 0 - L(wкр).

Для систем автоматического управления  (A лежит в пределах от 6дб до 30 дб, а (f: 30 --- 80 (. Для робототехнических систем: (f > 50 ( , ( A примерно 20дб.

Применение критериев устойчивости к решению задачи анализа и синтеза систем управления. 

Оценка устойчивости проводится при исследовании любой системы автоматики. При проектировании систем автоматики также стремятся обеспечить системе устойчивую работу во всех режимах функционирования. 

На основе использования критерия Найквиста можно сформулировать задачу определения параметров регулятора, при которых система будет устойчива. 

[image: image658.jpg]


Пример.

K2=0.5

T1=0.1

T2=0.01

(=0.5

K1 – ?

Найдем коэффициент, меньше которого должен быть к1.

0<K1<(
При к1 = ( система находится на границе устойчивости.

Найдём значение  к1 по критерию Найквиста.

Определим типы звеньев: 1. апериодическое: т1=0,1; wc1=1/T1 ; lgwc1=1;

2.  колебательное: T2=0,01; wc2=100: lgwc2=2.

K1K2 = 0,5K1.

Пусть к1 = 20, тогда к1у2 = 10;  20lg10 = 20

[image: image659.wmf]lg

 

w

дБ

w

ср

j

, 

(град

)

w

кр

wср = wкр, ( система находится границе устойчивости. Чтобы сделать систему устойчивой, надо например, уменьшить значение К1. 

 Рис. ЛАФЧХ системы, находящейся на границе устойчивости.

Практическое занятие № 12

Тема:  Оценка качества  САУ с помощью прямых и корневых показателей (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

 1.Краткие теоретические сведения
Устойчивость САУ является необходимым, но не достаточным условием эффективного функционирования системы. Не менее важно, чтобы процесс регулирования осуществлялся при обеспечении определенных показателей качества. Требования к качеству переходного процесса могут быть самыми разнообразными, однако к числу наиболее существенных критериев, с помощью которых оценивается поведение системы в динамике, относятся следующие: 

        показатели качества переходного процесса, определяемые по переходной функции системы; 

        частотные критерии качества; корневые критерии качества;

        интегральные критерии качества.

Поскольку переходный процесс в системе определяется не только параметрами   САУ, но и характером внешнего воздействия, оценку качества регулирования осуществляют по  виду реакции системы на типовой входной сигнал. Наиболее часто характер протекания переходного процесса оценивается по переходной функции системы.

Основными показателями качества процесса регулирования, определяемыми по переходной функции системы (рис. 4.1), являются: время регулирования (tp), перерегулирование (σ), частота (ω)  и число колебаний. 
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Время регулирование определяется интервалом времени от начала процесса до его попадания в трубку точностию

Перерегулирование равно:

[image: image137.png]


.                                                  (4.1)

Допустимое значение перерегулирования определяется спецификой функционирования конкретной системы. Обычно оно составляет 10 – 30 %, но для ряда  САУ перерегулирование принципиально недопустимо.

Колебательность переходного процесса определяется числом колебаний регулируемой величины за время регулирования tp, например, числом минимумов за этот интервал.  Приемлемым считается от одного до трех колебаний. Иногда колебательность определяют, как отношение величин первого ([image: image138.png]


) и второго ([image: image139.png]B e



) максимумов переходной функции выраженное в процентах.
Корневые критерии качества

Эта группа критериев позволяет оценить качество переходных процессов по  расположении полюсов и нулей передаточной функции устойчивой замкнутой системы. При исследовании устойчивости САУ оценивалось только расположение полюсов на комплексной плоскости. Оценивая качество переходного процесса, необходимо учитывать и расположение нулей. 

К числу корневых критериев качества относят степень быстродействия (степень устойчивости) и степень колебательности.

Степень устойчивости (η) –  это расстояние от мнимой оси до ближайшего к ней левого полюса (рис. 4.3, а) или ближайшей пары комплексно сопряженных полюсов замкнутой системы (рис. 4.3, б).  В первом случае соответствующая этому полюсу слагаемое в общем решении дифференциального уравнения (3.5) равно:
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Во втором случае, когда ближайшей к мнимой оси окажется пара комплексно-сопряженных полюсов, им в выражении (3.5) будет соответствовать слагаемое вида:

[image: image142.png]x,(0) = 4™ sin (Gt + )



.

В обоих случаях указанное слагаемое будет затухать медленнее остальных, тем самым определяя в первом приближении длительность переходного процесса:

[image: image143.png]


.
Степень колебательности определяется только для замкнутых систем, передаточные функции  имеют комплексно-сопряженные полюса:

pi,i+1 = αi + jβi .
Переходная функция таких систем в большей или меньшей степени колебательна. Степень колебательности переходного процесса равна:

[image: image144.png]


,

где  φ – наибольший по величине угол, образованный отрицательной вещественной полуосью и лучом, проведенным из начала координат к комплексному полюсу pi 
(рис. 4.3, а, б). Среди всех комплексно-сопряженных полюсов системы указанному полюсу соответствует максимальное отношение мнимой части к действительной.  Чем больше степень колебательности  μ, тем слабее будет затухание колебаний в переходном процессе.

Задачи. 
Задача1. Какой характер переходного процесса в   системе с таким расположением корней характеристического уравнения на комплексной плоскости?  
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Задача 2.

[image: image146.emf]0 5 10 15

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Перходная характеристика

Время (sec)

Выход


На рисунке представлена переходная характеристика системы управления. Перерегулирование в этой системе составляет...

Задача   №3 По характеристическому уравнению  замкнутой системы, имеющему вид
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 Сделайте заключение о характере переходного процесса и быстродействии системы.
Практическое занятие № 13
Тема:   Оценка качества  САУ с помощью частотных показателей (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски
·  Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
       Оценка динамических свойств САУ по ее переходной функции h(t) представляет собой прямой метод исследования качества регулирования. Существует возможность судить об основных показателях качества переходных процессов в системе и без построения h(t), используя различные  косвенные оценки, которые определяются проще, чем переходная функция. Такие косвенные оценки называются критериями качества. При исследовании качества переходных процессов эти критерии являются аналогами критериев устойчивости. 

Рассмотрим частотные критерии качества, позволяющие  судить о динамических свойствах системы по ее частотным характеристикам. К их числу могут быть отнесены (см. разд. 3.4)  запасы устойчивости САУ по усилению и фазе, которые могут быть определены по АФХ или логарифмическим амплитудно- и фазо-частотной характеристикам системы в разомкнутом состоянии.

Для оценки качества переходного процесса минимально-фазовой системы достаточно знать вид  ее амплитудно-частотной характеристики [image: image148.png][ea)|



.  С целью обеспечения сопоставимости значений критериев  для различных САУ характеристика [image: image149.png][2Ga) |



нормируется, для чего ее ординаты делятся на начальное значение  [image: image150.png]f2)]



, т.е. на ее значение при [image: image151.png]


:

[image: image152.png][Fia)





 INCLUDEPICTURE "http://init.knastu.ru/init/image.php?b=tau&p=pic53_13.gif&t=gif" \* MERGEFORMATINET [image: image153.png]




 INCLUDEPICTURE "http://init.knastu.ru/init/image.php?b=tau&p=pic53_14.gif&t=gif" \* MERGEFORMATINET [image: image154.png]_PUa)
0




.

При этом АЧХ нормированных статических систем [image: image155.png][Fia)



 начинается с единицы 

[image: image660.png]Puc. 4.2 K onpegencamo noxaarenci

AMECTEA O



К частотным показателем качества, определяемым по[image: image156.png][Fia)



, относятся:

        полоса пропускания системы[image: image157.png]


;

        резонансная частота [image: image158.png]


:

        показатель колебательности M. 

Полоса пропускания системы[image: image159.png]


- это диапазон частот, в котором  [image: image160.png][Fia)



 превышает единицу. Если  АЧХ замкнутой системы[image: image161.png][Fia)



во всем частотном диапазоне меньше единицы, то полоса пропускания отсчитывается на уровне 0,707.

Резонансная частота [image: image162.png]


 – это частота, при которой [image: image163.png][Fia)



 достигает максимума.
Показатель колебательности M равен максимальному значению нормированной АЧХ замкнутой системы, т.е.   

2. [image: image164.png]


=  [image: image165.png][Bia,|



.

При [image: image166.png]


< 1 переходная функция системы монотонная (не колебательная). Чем больше M, тем больше колебательность. При M[image: image167.png]


 в системе возникают незатухающие колебания с частотой [image: image168.png]


. Качество регулирования САУ считается вполне удовлетворительным, если показатель колебательности системы находится в диапазоне 1,1 < М < 1,5 , при этом переходная функция имеет приемлемую колебательность с частотой близкой к [image: image169.png]


.
Длительность переходного процесса определяется шириной характеристики [image: image170.png][Fia)



, а, следовательно, величиной полосы пропускания [image: image171.png]


. Чем больше [image: image172.png]


, т.е. чем более растянута частотная характеристика, тем короче переходный процесс и меньше tp. Это связано с тем, что, чем более высокие частоты «пропускает» система, тем она менее инерционна. Этим же объясняется и то, что длительность переходного процесса тем меньше, чем больше частота среза [image: image173.png]


. 

Величина перерегулирования может быть  приближенно оценена по виду вещественной частотной характеристики замкнутой системы:

[image: image174.png]P(a) = Re[S(ja)]



.

Если  график [image: image175.png]Fla)



имеет максимум («горб»), переходный процесс в системе происходит с перерегулированием, величина которого составляет не менее 18 %. В случае монотонно убывающей характеристики [image: image176.png]Fla)



переходная функция также будет монотонной  (без перерегулирования). 

Колебательность и длительность переходного процесса  h(t ) замкнутой системы могут быть  в первом приближении определены по параметрам ЛАХ разомкнутой системы: частоте среза и величинам запасов устойчивости по фазе и амплитуде. В случае колебательной переходной функции h(t) резонансная частота ωр замкнутой системы блика по величине к частоте среза [image: image177.png]


ЛАХ разомкнутой системы. Колебательность считается допустимой, если ЛАХ на частоте среза имеет наклон  -20 дБ/дек; чем шире участок с таким наклоном, тем меньше колебательность. Если запас по фазе Δφ > 300 , а запас по амплитуде не менее 6 дБ, то h(t) имеет слабую колебательность.

Контрольные вопросы
1. Какую частоту системы называют резонансной?

2. По какой  частотной характеристике   системы определяют резонансную частоту?

3. Какой наклон  в низкочастотной области имеет  ЛАЧХ разомкнутой системы?
4. Какую частоту называют частотой среза системы?

5. Что такое добротность САУ по скорости?

6.  Как влияет изменение добротности САУ на ее точность и устойчивость?

 7. Как влияет изменение постоянных времени САУ на ее запасы устойчивости?

            8. Как связаны частотные характеристики и переходные процессы линейных систем?

      9. Как влияют   запасы устойчивости САУ на  колебательность в   

         переходном процессе?

10. Что такое запас системы по фазе?

11. Какая частота называется критической?

12. Что такое запас системы по амплитуде?

13. Как экспериментально определить частоту среза?

14. Как экспериментально определить критическую час​тоту?

15. Как экспериментально определить время регулиро​вания?

16. Как экспериментально определить перерегулирование? 

17. С каким показателем частотной характеристики сис​темы связана величина перерегулирования в переходном про​цессе?

18. Почему нежелательно перерегулирование в переходном процессе у приводов роботов?

19.  Какой запас по фазе должен иметь привод робота для того, чтобы в его переходном процессе не было перерегу​лирования ?

 Задачи:

1.Дана передаточная функция  разомкнутой системы 
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Чему равна критическая частота этой системы?
2. По виду логарифмической  амплитудно- частотной  характеристики разомкнутой системы оценить быстродействие замкнутой системы и характер переходного процесса
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Практическое занятие № 14
Тема: Анализ точности отработки  САУ гармонических сигналов  (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения

2. . В случае, когда статическая ошибка недопустима ([image: image180.png]


= 0), то скорректированная система должна быть астатической. 
3. Если в астатической системе с астатизмом первого порядка требуется обеспечить слежение за сигналом [image: image181.png]x, (&) =at



, то  ее коэффициент усиления, согласно выражению (5.2) определяется величиной максимально допустимой ошибки по [image: image661.png]Puc. 7.2, K onpeneggmmo sanpersoi
F L (@)

obnacti mna



скорости [image: image182.png]


:
4. [image: image183.png]


 ≥ [image: image184.png]


.
5. При этом уравнение низкочастотного участка желаемой ЛАХ:
[image: image185.png]I (@) =2lgk, - 20 o



.
При синтезе следящих систем, входной сигнал которых заранее неизвестная функция времени, обычн
Возможность отработки системами управления внешних воздействий характеризуется частотой среза, граничным значением полосы пропускания.  Точность же  отработки внешних воздействий определяется подъемом ЛАЧХ разомкнутой системы в низкочастотной области.
Воспроизведение системой гармонических сигналов заданной частоты может быть определено по амплитудно-частотной характеристике 
[image: image186.png]L(®)
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На рисунке приведена асимптотическая логарифмическая амплитудно-частотная характеристика разомкнутой системы.

gmax, ωк   – амплитуда и частота входного воздействия, 

xmax- допустимое значение амплитуды ошибки. Ошибка в замкнутой системе
меньше допустимой величины

Задача 1: Логарифмическая амплитудно-частотная характеристика системы с передаточной функцией 
[image: image187.wmf](
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Задача 2: Логарифмическая амплитудно-частотная характеристика системы с передаточной функцией 
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Задача 3:  По логарифмической амплитудно-частотной характеристике с разомкнутой системы оцените ошибку воспроизведения гармонического сигнала частоты ωк
[image: image189.png]



На рисунке приведена асимптотическая логарифмическая амплитудно-частотная характеристика разомкнутой системы.

gmax, ωк   – амплитуда и частота входного воздействия, 

xmax- допустимое значение амплитуды ошибки. Ошибка в замкнутой системе…

Задача 4:  По логарифмической амплитудно-частотной характеристике с разомкнутой системы оцените ошибку воспроизведения гармонического сигнала частоты ωк
[image: image190.png]



На рисунке приведена асимптотическая логарифмическая амплитудно-частотная характеристика разомкнутой системы.

gmax, ωк   – амплитуда и частота входного воздействия, 

xmax- допустимое значение амплитуды ошибки. Чему равна ошибка в замкнутой системе?
Практическое занятие № 15
Тема: Анализ  управляемости и наблюдаемости   (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения о  управляемости и наблюдаемости

Управлять состоянием системы 
[image: image191.wmf]))
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 можно изменением вектора входа U(t)=(U1 , U2, …, Un), а наблюдать состояние системы можно с помощью вектора 
[image: image192.wmf])
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Для систем автоматического управления весьма важно знать ответы на следующие вопросы:

1) Можно ли, выбрав соответствующим образом входы U(t), перевести объект управления из некоторого произвольного состояния 
[image: image193.wmf])
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t

X

 в другое произвольное состояние 
[image: image194.wmf])

(

1

t

X

. Ответ на этот вопрос связан с понятием управляемости

2) Можно ли, наблюдая вектор 
[image: image195.wmf])
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 в течение долгого промежутка времени и зная U(t) определить начальное состояние вектора 
[image: image196.wmf])

(
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t

X

. Ответ на этот вопрос связан с понятием наблюдаемости.


Систему называют полностью управляемой, если для любых значений t0 и t1, t1>t0, и любых заданных состояний 
[image: image197.wmf]X

0 и  
[image: image198.wmf]X

1, существует управление 
[image: image199.wmf])
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t

U

, переводящее начальное состояние системы 
[image: image200.wmf]X

0(t0) в состояние 
[image: image201.wmf]X

1(t1). 


Систему называют наблюдаемой, если по данным измерения или наблюдения векторов 
[image: image202.wmf])
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 и 
[image: image203.wmf])
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на конечном промежутке времени t0( t (t1 можно однозначно определить начальное состояние системы 
[image: image204.wmf]X

0(t0).


Систему называют полностью наблюдаемой, если известны все ее состояния в любой момент времени.

Критерии управляемости и наблюдаемости


Калманом были получены условия управляемости  и наблюдаемости системы, сформулированные им в виде теорем. В этих теоремах используется понятие ранга матрицы

Рангом матрицы (rang Q) называется количество линейно-независимых строк минора этой матрицы, или же высший порядок отличного от нуля минора, образованный при преобразовании прямоугольной матрицы в квадратную.


Теорема 1:


Для того, чтобы система была управляемой необходимо, чтобы матрица Q, образованная из матриц А и В по правилу :

Q=(B, AB, A2B, A3B,… ,An-1B), rang Q = n,

где n- порядок системы дифференциальных уравнений в переменных состояния. Теорема 1 показывает, что управляемость определяется свойствами матриц А и В.


Теорема 2:

Для того, чтобы система была полностью наблюдаемой, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы R (rang R), образованной по правилу :

R=(CT, ATCT, (AT)2CT,… , (AT)n-1CT), rang R = n


Наблюдаемость определяется свойствами матриц А и С


Критерии управляемости и наблюдаемости широко используются при машинном анализе и синтезе САУ. Преимуществом этих критериев является их формальность, что позволяет легко перевести работу по управлению и наблюдению на ЭВМ. Неучет неуправляемости и ненаблюдаемости системы или ее отдельных переменных на этапе проектирования приводит к созданию неработоспособных систем.
Вопросы для контроля: 

1. На что влияет управляемость системы?
2. Какой метод описания систем используется при оценке управляемости и наблюдаемости?

3. Какой ученый разработал методику анализа управляемости и наблюдаемости?

4. Как формулируется  критерий управляемости?

5. Как формулируется  критерий наблюдаемости?

Задачи:
Рассмотрим пример системы, представленной описанием в  виде дифференциальных уравнений. Составим структурную схему этой системы:
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 Рис. Структурная схема системы

Проведем анализ схемы  и определим  неуправляемые и ненаблюдаемые переменные в этой системе.
Задача1 :

Какими матрицами  определяется управляемость системы, описываемой уравнениями


[image: image207.wmf]xAxBu
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Задача2 :

Какими матрицами  определяется наблюдаемость системы, описываемой уравнениями


[image: image208.wmf]xAxBu
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Задача 3:
Оцените управляемость  одномерной  системы управления, описываемой  дифференциальными уравнениями…
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где u – входной сигнал, x1 – выходной сигнал.
Практическое занятие № 16
Тема:  Синтез корректирующих устройств частотными методами
 (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

Цель занятия:  изучение методики синтеза регуляторов, а также  последовательных корректирующих устройств по заданным требованиям к системе

Задачи занятия:

1. Формализация задачи синтеза

2. Изучение основных законов управления и регуляторов

3. Изучение методики синтеза желаемой ЛАЧХ по требованиям к системе

4.  Изучение методики определения ЛАЧХ последовательных корректирующих устройств

5. Определение передаточной функции последовательного корректирующего устройства по виду его ЛАЧХ.

После выполнения заданий занятия студент должен

знать: формулировку задачи    синтеза линейных  СУ и методы ее решения,  а также критерии, используемые    в задачах синтеза линейных СУ и при  аналитическом конструировании регуляторов

уметь: проводить частотный и алгебраический синтез последовательных  корректирующих устройств

1. Краткие теоретические сведения по частотному методу синтеза корректирующих устройств
       Задача синтеза на первом этапе --- определение закономерности, на основании которой регулятор – управляющее устройство (УУ) вырабатывает управляющее воздействие. Эта закономерность называется законом регулирования или законом управления. Закон управления формируется в зависимости от требований к системе и характеристик объекта управления. ОУ (объект управления) обычно представляет собой устройство, структура и параметры которого жёстко заданы. Типовые законы регулирования   реализуются типовыми регуляторами, выпускаемыми промышленно: – пропорциональным - П,   - интегральным -И  , пропорциональным  интегральным ПИ,  пропорциональным- интегральным - дифференциальным -ПИД-регулятором. 

Типовые регуляторы  подключаются последовательно объекту управления.    Последовательные корректирующие устройства  также подключаются последовательно объекту управления  и выполняют функции регулятора .

В инженерной практике синтез корректирующих устройств чаще всего осуществляется с помощью логарифмических частотных   характеристик в следующем порядке:
1)     по виду передаточной функции  [image: image210.png]w,(p)



 строится ЛАХ  исходной разомкнутой нескорректированной САУ [image: image211.png]L(a)



;

2)      с учетом всей совокупности требований, предъявляемых к качеству процесса регулирования САУ, строится желаемая логарифмическая амплитуд​ная частотная характеристика [image: image212.png]Ly (@)



 разомкнутой системы;
3)      на основании сравнения ЛАХ нескорректированной системы  с [image: image213.png]Ly (@)



 определя​ется ЛАХ корректирующего звена [image: image214.png]Ly(w)



. Так как у минимально-фазовых систем ЛАХ однозначно определяет весь характер переходного процесса, то для осуществления синтеза достаточно рассмотрения одних ЛАХ;
4)      по виду [image: image215.png]Ly(w)



 определяются передаточная функция корректирующего звена , ее параметры и техническая реализация; 
5)      производится проверочный расчет переходного процесса с учетом реальной струк​туры и места включения корректирующего звена, оценка запасов ус​тойчивости и показателей качества скорректированной САУ. 

Если скорректированная САУ удовлетворяет заданным показателям каче​ства, то синтез на этом заканчивается. В противном случае уточняется структура и  параметры корректирующего звена; далее снова производится проверочный расчет.
[image: image663.png]1,2 - oruGawume



Рис.2 Структурная схема замкнутой системы с последовательным корректирующим устройством.

   На схеме  в качестве Wне(р) представлена передаточная функция неизменяемой 

(заданной, корректируемой) части системы. Для расчета последовательных корректирующих устройств используют методику формирования желаемой частотной характеристики разомкнутого контура разомкнутой системы по требованиям к качеству переходного процесса, а также зависимости 

[image: image664.png]* g
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Wпку (jw) = Wж(jw) / Wнеизм(jw) ; Апку(w) = Аж(w) / Анеизм(w) ; 

Lпку(w) = Lж(w) - Lнеизм(w) .

[image: image665.png]


При синтезе последовательного корректирующего устройства его коэффициент передачи в большинстве случаев рассматривают отдельно, поэтому Lпку(w) = 20lgKпку+20lg Wку(jw) .

При вычитании получается вид ЛАЧХ корректирующего устройства. На следующем этапе надо перейти от частотных характеристик последовательного корректирующего устройства к  его передаточной функции Wпку, а затем решить вопрос технической реализации корректирующего устройства и провести расчет его параметров. заключительным этапом синтеза является проверка запасов устойчивости синтезируемой системы, оценка её статической и динамической точности.

Построение желаемой ЛАХ удобно первоначально осуществлять раздельно в низкочастотном (I), среднечастотном (II)  и высокочастотном (III) диапазонах.

Построение ЛАХ в низкочастотном  диапазоне

На низкочастотном участке, где вид [image: image216.png]Ly (@)



определяется в основном требованиями к точности регулирования, а следовательно,  величиной коэффициента усиления системы, порядком ее астатизма, значением коэффициента ошибки и т.д. Если в системе, отрабатывающей ступенчатый входной сигнал [image: image217.png]ENGEERG]



, допустимая статическая ошибка не должна превышать значения  [image: image218.png]


, то в соответствии с выражением (5.2) величина коэффициента усиления разомкнутой скорректированной системы: 
[image: image219.png]


 ≥ [image: image220.png]


 – 1.
При этом на участке низких частот желаемая ЛАХ проводится параллельно оси абсцисс с ординатой [image: image221.png]20lgk



. В случае, когда статическая ошибка недопустима ([image: image222.png]


= 0), то скорректированная система должна быть астатической. 
Если в астатической системе с астатизмом первого порядка требуется обеспечить слежение за сигналом [image: image223.png]x, (&) =at



, то  ее коэффициент усиления, согласно выражению (5.2) определяется величиной максимально допустимой ошибки по скорости [image: image224.png]


:
[image: image666.jpg]



[image: image225.png]


 ≥ [image: image226.png]


.
При этом уравнение низкочастотного участка желаемой ЛАХ:
[image: image227.png]I (@) =2lgk, - 20 o



.
При синтезе следящих систем, входной сигнал которых заранее неизвестная функция времени, обычно указываются только максимально возможные  значения скорости ([image: image228.png]


) и ускорения ([image: image229.png]


) входного сигнала и задаются требованием к величине максимально допустимой динамической ошибке регулирования ([image: image230.png]


).  В этом случае подбирается эквивалентное гармоническое воздействие  [image: image231.png]x,,(8) = Asin ayt



, амплитуда  и частота которого определяется значениями  [image: image232.png]


 и [image: image233.png]


:
[image: image234.png]


                      и                   [image: image235.png]


.                              (7.3)
При воспроизведении линейной следящей системой эквивалентного гармонического воздействия ошибка регулирования также будет гармонической с той же частотой [image: image236.png]


и амплитудой [image: image237.png]


. Следовательно:
[image: image238.png]& (o)



,                    т.е.                 [image: image239.png]




 INCLUDEPICTURE "http://init.knastu.ru/init/image.php?b=tau&p=pic79_10.gif&t=gif" \* MERGEFORMATINET [image: image240.png]1
T w G|



.
Полагая [image: image241.png]7 ey



 >> 1, имеем [image: image242.png]




 INCLUDEPICTURE "http://init.knastu.ru/init/image.php?b=tau&p=pic79_12.gif&t=gif" \* MERGEFORMATINET [image: image243.png]_ 1
W)



,  откуда с учетом выражения (7.3):
[image: image244.png]W Ga)|=





 INCLUDEPICTURE "http://init.knastu.ru/init/image.php?b=tau&p=pic79_14.gif&t=gif" \* MERGEFORMATINET [image: image245.png]



[image: image246.png](e )= 2018 (o, )| = 201g





 INCLUDEPICTURE "http://init.knastu.ru/init/image.php?b=tau&p=pic79_14.gif&t=gif" \* MERGEFORMATINET [image: image247.png]


.                                (7.4)
Из выражения (7.4) следует, что эквивалентное входное воздействие будет воспроизводиться следящей системой с ошибкой, не превышающей [image: image248.png]


, если при [image: image249.png]


  ордината желаемой ЛАХ будет не менее
[image: image250.png]<P
20 )
X puar



.
Точку К с координатами ([image: image251.png]


;[image: image252.png]L{my)



) называют контрольной точкой (рис.). На этом рисунке указаны две прямые, пересекающиеся  в точке К, имеющие наклон       -20 дБ/дек при [image: image253.png]


 < [image: image254.png]


 и -40 дБ/дек при [image: image255.png]


 > [image: image256.png]


. Уравнения этих прямых получены на основании выражения (7.4) при уменьшении  скорости  и ускорения  входного сигнала по отношению к их  максимально возможным значениям. Данные прямые  представляют собой границы запретной зоны для желаемой ЛАХ следящей системы с астатизмом первого порядка. 
Построение ЛАХ в среднечастотном диапазоне

На среднечастотном участке желаемая ЛАХ в наибольшей степени зависит от требования к динамическим показателям качества регулирования, например, показателю колебательности, времени регулирования и  перерегулирование. На этом участке находится частота   среза [image: image257.png]Ly (@)



и определяется запас устойчивости по фазе. Поскольку допустимое значение tp задано, то можно вычислить необходимую частоту среза:
[image: image258.png]2,8z




.
Вид желаемой ЛАХ в среднечастотном диапазоне должен гарантировать необходимый запас устойчивости системы по фазе, что в максимальной степени обеспечивается, когда [image: image259.png]Ly (@)



в районе частоты среза имеет достаточно протяженный участок с наклоном  -20 дБ/дек.
Вопросы для контроля:

1. Для чего вводят в систему корректирующие устройства?

2. Какие способы подключения корректирующих устройств Вам известны?

3. Как по требованиям к динамической точности системы пос​троить желаемую ЛАЧХ?

4. Как экспериментально определить ЛАЧХ неизменяемой части системы?

5. Как найти ЛАЧХ последовательного корректирующего устройства?

6. Как по ЛАЧХ корректирующего устройства определить его передаточную функцию?

7. Как по передаточной функции определить схему моделиро​вания корректирующего устройства?

       8. Что такое время регулирования системы?

       9. Что такое перерегулирование?

       10. Как определить быстродействие системы по виду ее ЛАЧХ? 

11. Какой наклон должна иметь  желаемая ЛАЧХ в окрестности частоты среза. 
  Задачи для решения:
1. Заданы требования к быстродействию системы tр= 0.03 с. Найти рекомендуемое значение частоты среза на ЛАЧХ разомкнутой системы.  
2. Синтезируемая система должна отрабатывать гармонический входной сигнал частоты 2 рад/с с точностью 4%. Чему должна быть  равна ордината желаемой ЛАЧХ  на этой частоте?

3. Задача Заданы желаемая и располагаемая передаточные функции
[image: image260.wmf])
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Определите передаточную функцию последовательного корректирующего устройства.
Практическое занятие № 17
Тема:  Синтез линейных САУ методами пространства состояний (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1.Краткие теоретические сведения
Синтез системы управления с регулятором состояния

Понятие “синтез” означает нахождение такой структуры и параметров системы управления, при которых выходные переменные объекта управления (ОУ) отвечают заданным требованиям или критериям качества. Решение проблем автоматизации процедуры синтеза систем управления (СУ) сопряжено с построением универсальных алгоритмов, обеспечивающих поиск оптимальных структуры и параметров САУ для заданного объекта управления (ОУ). 
Универсальность   алгоритмов  и    их   инвариантность к сложности ОУ может быть достигнута только при использовании высокоформализованных упрощенных математических моделей ОУ, которыми являются векторно-матричные модели. Пусть объект управления описывается векторно-матричным дифференциальным уравнением 
[image: image262.wmf]xAxBu

=+

&

, где х – вектор состояния объекта, а u – вектор входа или вектор управления.
В линейном случае мы всегда выражаем вектор входа через линейную комбинацию компонент вектора состояния, т.е. в непрерывном времени с помощью уравнения

	[image: image263.png]u)=-Kx(®)+r@),




	(16.1)


а в дискретном случае с помощью уравнения

	[image: image264.png]



	(16.2)


где r(t), r(k) - задающая переменная.  Следует отметить, что уравнения (16.1), (16.2) имеют вид уравнений выхода векторно-матричной модели в пространстве состояний и, таким образом, управляющее устройство, определяемое уравнениями (16.1), (16.2), является статическим. Требуемый астатизм обеспечивается дополнительным включением в СУ элементов, обладающих интегрирующими свойствами. Для решения задачи синтеза в такой постановке, необходимо измерение всех компонент вектора состояния объекта x(t). Если состояние объекта неизмеряемо, его надо оценить. В детерминированных системах это осуществляется с помощью наблюдателя. Сначала оценивается вектор состояния [image: image265.png]


(t), а затем рассчитывается вектор входа объекта

	[image: image266.png]



	(16.3)


Одним из фундаментальных методов проектирования детерминированных систем управления в пространстве состояний является метод расположения полюсов.

Как было отмечено в разделе. 3, в линейных системах качество управления и динами-ческие показатели системы можно задать с помощью корней характеристического уравнения или полинома замкнутой системы.

Общая постановка задачи. Для стационарного непрерывного управляемого объекта, уравнение динамики которого имеет вид

	[image: image267.png]x=Ax+Bu




	(16.4)


и управляющего устройства, описываемого уравнением

	[image: image268.png]u=-Kx+r




	(16.5)


необходимо определить матрицу К, такую, чтобы замкнутая система, получаемая подстанов-кой (8.5) в (8.4),

	[image: image269.png]%=(A-BK)x+Br=Ax+Br




	(16.6)


имела желаемый характеристический полином

	[image: image270.png]p(N) =det(A-A) =dy +d\+..+d KT +1




	(16.7)


Методические аспекты выбора желаемого полинома (8.7) подробно изложены в лекции. Здесь же рассмотрим ряд алгоритмов вычисления матрицы коэффициентов обратных связей К.
 Рассмотрим управляемый объект с одним входом и одним выходом. Подстановкой

	[image: image271.png]



	(16.8)


преобразуем его к канонической форме управляемости
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	(16.9)

	Для линейных стационарных систем характер свободного движения не изменится, если выбрать  регулятор вида [image: image273.png]



	(16.10)


Или        [image: image274.png]


, где [image: image275.png]Kk =[ky, ey iy )



.

Подставляя (8.10) в (8.9), получим

	[image: image276.png]0 1 0
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	(16.11)


В этом случае характеристический полином имеет вид

	[image: image277.png]det (M- A ) = (k +ay) + ey + @)oot (k, +a, YT+




	(16.12)


Сопоставляя полиномы (8.12) и (8.7), получаем соотношения для вычисления коэф-фициентов матрицы регулятора kRT:

	[image: image278.png]



	(16.13)


Связь между управляющей переменной u и вектором состояния х определяется со-гласно выражению (8.10):

	[image: image279.png]



	(16.14)


то есть

	[image: image280.png]K=k;T




	(16.15)


Из этого следует, что для вычисления коэффициентов обратных связей нужно определить еще и матрицу преобразования [image: image281.png]



Таким образом, алгоритм  синтеза регулятора состояния может быть сформулирован следующим образом:

1. На основании требований технического задания к динамическим характеристикам проектируемой СУ формируется критерий качества управления в форме характеристического полинома (8.13), т.е. определяются коэффициенты d0, d1, d2, ..., dn-1.

2. Векторно-матричная модель объекта преобразуется к канонической форме управляемо-сти. В процессе преобразования определяются коэффициенты характеристического урав-нения a0 , a1 , a2 , ..., an-1 , прямая и обратная матрицы преобразования [image: image282.png]Q T=Q"




3. На основании выражения (8.13) вычисляются коэффициенты матрицы [image: image283.png]k%
%



. 

4. По формуле (8.15) определяется матрица реальных коэффициентов обратных связей К по полному вектору состояния.

	Второй подход:. Общность постановки задачи не нарушится, если считать, что оптимальные динамические характеристики проектируемой системы задаются в виде эталонной модели     [image: image284.png]



	(16.16)


имеющей тот же порядок, что и модель объекта (8.4).

Тогда коэффициенты регулятора состояния однозначно определятся путем решения уравнения

	[image: image285.png]det{A-BK)=det(A,)




	(8.17)


Процесс синтеза сводится к двум задачам:

1) определение эталонной модели (16.16);

2) решение уравнения (16.17).

Наиболее просто желаемое качество управления можно задать с помощью эталонной модели, представленной в канонической форме управляемости 

	[image: image286.png]



	(16.18)


Коэффициенты аэ0, аэ1, ... , аэ n-1 в этом случае соответствуют коэффициентам d0, d1, ..., dn-1 желаемого характеристического полинома (8.7).

Для согласования объекта и эталонной модели введем линейное преобразование

	[image: image287.png]



	(16.19)


После преобразования (8.9) система “объект + регулятор” (8.6) относительно нового базиса имеет вид

[image: image288.png]Qz=(A-BK)Qz, um {A- BK)Qz





Из условия равенства собственных движений синтезируемой системы и эталонной модели следует, что [image: image289.png]


.

Откуда получается выражение для вычисления значений матрицы обратных связей К регулятора состояния:

	[image: image290.png]



	(8.20)


Таким образом, для синтеза регулятора состояния в этом случае необходимо:

· задать векторно-матричную модель объекта управления;

· сформировать эталонную модель в канонической форме управляемости (8.18);

· вычислить матрицы преобразования ОУ к канонической форме управляемости Q и Q - 1.

· из матричного выражения (8.20) вычислить К.

Контрольные вопросы:
1. Для объекта,  матрицы которой имеют размеры А(7x7), В(7x1), С(1x7), синтезирован регулятор состояния при допущении, что все переменные со-стояния измеряемы. Каков будет размер матрицы состояния системы «объект – регулятор»?

2. Какие операции должны быть обязательно выполнены при реализации любого из  алгоритмов синтеза регулятора состояния?

3. Каковы будут значения параметров регулятора состояния, синтезированного для объ-екта? Векторно-матричная модель объекта и эталонная модель системы управления задаются преподавателем.
Задача: Методом пространства состояний синтезировать регулятор для объекта второго порядка, описываемого колебательным звеном.
Практическое занятие № 18
Тема:  Модальное управление (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Изучая этот раздел ТАУ, студент должен знать: постановку и условия существования решения задачи модального управления, связь характеристик СУ с расположением полюсов и корней её передаточной функции, методы расчёта регулятора, варианты реализации линейного регулятора

Студент должен уметь: по форме переходной характеристики замкнутой системы качественно определить желаемые изменения расположения полюсов и корней передаточной функции

Под модальным управлением понимают придание замкнутой системе…

требуемого расположения на комплексной плоскости полюсов передаточной функции замкнутой системы. 

В основе синтеза систем модального управления лежит известное положение о том, что наибольшее влияние на длительность переходного процесса оказывают корни характеристического уравнения… ближайшие к мнимой оси.

Задача модального управления разрешима, если …

объект управления вполне управляем.

Модальное управление по состоянию объекта.

  Рассмотрим вначале решение этой задачи при полном измерении вектора состояния объекта. Для простоты изложения будем предполагать, что управление  скалярное 
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Вектор состояния объекта считаем доступным измерению. 

Рассмотрим закон управления вида 
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где K – подлежащая определению ( нахождению) 
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 матрица коэффициентов регулятора.

 Замкнутая система объект-регулятор описывается уравнением:
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В задаче синтеза модального управления по состоянию объекта ставится задача определения коэффициентов регулятора (элементов матрицы К) таких, что характеристический многочлен 
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Для реализации полученного методом модального управления регулятора требуется
 измерение всех фазовых координат системы

Если объект управления 
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 замыкается регулятором 
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 причём коэффициенты матрицы K рассчитывают из условия обеспечения требуемых полюсов замкнутой системы, то такое управление называется модальным управлением  по состоянию объекта

Включает ((основано) на) вычисление желаемых  коэффициентов  характеристического многочлена ;вычисление матрицы  системы, преобразованной к канонической форме ; вычисление коэффициентов регулятора (К)  по всем фазовым координатам системы

Существует также метод синтеза модального управления по выходу объекта, когда измерению доступен вектор выхода объекта у --
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фазовых координат системы 
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, полученные с помощью наблюдателя.

В этом случае в состав  регулятора системы = динамического компенсатора, в этом случае входит  наблюдатель и собственно модальный регулятор

При решении задачи модального управления может иметь место свобода в выборе коэффициентов обратной связи. Поэтому возможны постановки дополнительных задач синтеза, связанных с улучшением качества замкнутой системы. Например, можно сформулировать задачу минимизации нормы матрицы обратной связи. Может быть также сформулирована задача минимизации квадратичного функционала качества при условии заданных собственных чисел матрицы замкнутой системы. Здесь происходит слияние теории модального управления и теории оптимального управления линейными системами. Важным свойством системы является чувствительность ее характеристик к вариациям параметров объекта управления. В теории модального управления естественно рассматривать чувствительность собственных чисел или полюсов замкнутой системы. Очень большое внимание в теории управления уделяется системам с неполной информацией о модели объекта управления. 

Вопросы для контроля:

1. Какое управление называют модальным?

2. Какая форма матописания объекта используется в задачах модального управления?
3. Какова последовательность реализации методики синтеза модальных регуляторов?
4. Какие дополнительные задачи синтеза решаются при синтезе модальных регуляторов?
Задачи 

Задача 1: По расположению корней (i характеристического многочлена системы  на комплексной плоскости оцените характер переходного процесса 
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Задача 2: Наибольшее влияние на длительность переходного процесса оказывают  какие корни характеристического уравнения 
Задача 3:
По расположению корней (i характеристического многочлена системы  на комплексной плоскости оцените характер переходного процесса 
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Практическое занятие № 19
Тема:  Описание работы импульсных систем.  Решетчатые функции и разностные уравнения (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Импульсными системами называются такие системы, работа

 которых связана с воздействием, передачей и преобразованием

 последовательности импульсов. Импульсные и цифровые автоматические системы являются разновидностью дискретных систем, то есть систем у которых хотя бы в одном звене непрерывному  изменению входной величины соответствует прерывистое, дискретное изменение выходной величины. Процесс преобразования  непрерывных сигналов в дискретные называется квантованием и  осуществляется импульсным элементом. В результате квантования по времени непрерывный сигнал преобразуется в последовательность импульсов отстоящих на равные интервалы времени

 Tо - период опроса.

 Ширина импульса - длительность.

 Отношение длительности импульса к периоду опроса - скважность.
Квантование осуществляется с помощью импульсных модуляторов, релейных элементов, а также различного рода цифровых ключей.

Модуляция - процесс квантования по времени. В импульсных системах в основном используются различные  виды модуляции. Таким образом, импульсный элемент является модулятором, преобразующим непрерывный сигнал x(t) в последовательность импульсов x[i], где i=0,n.  Информация о  преобразованной импульсным элементом непрерывной величине может быть заключена в амплитуде, длительности (ширине), положении импульса внутри дискреты времени   или частоте следования импульсов. В зависимости от этого различают амплитудную, широтно-импульсную, фазо-импульсную модуляцию и   частотно-импульсную модуляцию.   Для обозначения типа модуляции используют аббревиатуры.  Различают два вида амплитудной  модуляции:

 АИМ - амплитудно-импульсная        модуляция, напоминающая ключ, 

  АИМ с запоминанием - с фиксацией значения считанного в момент кратный То на длительность импульса,

 ШИМ - широтно-импульсная  модуляция, ФИМ - фазо-импульсная  модуляция. 

- амплитудно-импульсная (АИМ)- амплитуда импульса пропорциональна амплитуде входного сигнала (рис. 1а); 

- широтно-импульсная (ШИМ)- широта импульса пропорциональна амплитуде входного сигнала (рис. 1б); 

- фазоимпульсная (ФИМ)- фаза импульса пропорциональна амплитуде входного сигнала.
В релейных системах управления используется импульсная манипуляция (ИМ), в цифровых системах используются кодоимпульсная модуляция (КИМ), при этом каждому значению амплитуды соответствует «пачка» импульсов, представляющая код амплитуды передаваемого сигнала. Этот метод квантования обладает хорошей помехоустойчивостью и широко используется в цифровых системах управления.

Импульсная система может быть схематически представлена в виде соединения импульсного элемента  и непрерывной части.

Вопросы для контроля:
1.О какой модуляции идёт речь, если модулированный сигнал представляет собой последовательность импульсов постоянной амплитуды но различной длительности?

 2.Какая характеристика импульсного элемента при широтно-импульсной модуляции  определяется  расстоянием между передними фронтами соседних импульсов?

3.Как  называется импульсный элемент, в котором значение входного сигнала в некоторый момент времени t поступает на выход в течение последующего интервала времени (t, t+Дt)?  

4. Какие виды квантования наблюдаются  в цифровой системе?

Задачи:

1. Нарисуйте графики выходного сигнала, преобразованного импульсным элементом  с амплитудной модуляцией типа ключ при непрерывном гармоническом сигнале на входе с периодом 2с. Период опроса 0.2 с ,  коэффициент заполнения импульса 0.8.
2. Нарисуйте графики выходного сигнала, преобразованного импульсным элементом  с ШИМ при непрерывном  линейно-возрастающем сигнале со скоростью 0.5.  Период опроса 0.4 с. Предельная ширина импульса наблюдается при входном сигнале превышающем величину 2.
Итого занятия и выдача домашне​го задания из задачника: Топчеев Ю.И., Цыпляков А.П.  Задачник по теории автоматического регулирования. Учеб. пособие для вузов.-М.: Машиностроение,1977. - 592 стр.

Практическое занятие № 20
Тема:   Решетчатые функции и разностные уравнения (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

Краткие теоретические сведения о решетчатых функциях

Вследствие квантования по времени приведенная непрерывная часть импульсной системы реагирует на дискретные равноотстоящие друг от друга значения непрерывной величины, то есть приведенная непрерывная часть реагирует не на саму ошибку x(t) , а на ее дискретное значение x[iT0]. T=iT0 , где i=0,1,2,… , а T0 – частота опроса. Сигнал на выходе идеального импульсного элемента (рис * ) представляет собой решетчатую функцию, отметим, что любая числовая последовательность некоторой величины может быть представлена в виде решетчатой функции. Любая таблица функций с равномерным изменением аргумента является решетчатой функцией. Обратная задача формирования непрерывной функции из решетчатой не может быть решена однозначно.

Под основной огибающей будем понимать непрерывную функцию, совпадающую с заданными дискретами, которая может быть получена как результат решения дифференциального уравнения, порядок которого наименьший по сравнению с другими возможными огибающими.

Аналогом первой производной для решетчатой функции является либо прямая разность, либо обратная разность.

(x[i] – прямая разность

(x[i] – обратная разность

Так же как и производная, прямая и обратная разность может быть первая, вторая и т. д.

Первая прямая разность определяется как разница будущего  и текущего значений решетчатой функции.

(x[i]=x[i+1]-x[i]

Обратная разность определяется как разность текущего и предшествующего значений решетчатой функции.

(x[i]=x[i]-x[i-1]

Аналогом второй производной решетчатой функции является вторв\ая прямая разность, связанная с первой прямой разностью следующей зависимостью:

(2x[i]= (x[i+1]- (x[i]=x[i+2]-x[i+1]-(x[i+1]-x[i])=x[i+2]-2x[i+1]+x[i]

где 
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    2.Разностные уравнения.

В качестве аналогов дифференциальных уравнений при описании процессов в импульсных системах можно рассматривать разностные уравнения вида:

b0(ny[i]+b1(n-1y+…+bn(y[i]=f[i],
где y – выходной сигнал системы, а f[i] – полезный или возмущающий входной сигнал. Ранее была получена зависимость, связывающая разности со значениями ординат решетчатой функции в различные моменты времени.

a0y[i+n]+a1y[i+n-1]+…+aky[i]=f[i]

ak =
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Разностное уравнение заменяет дифференциальное уравнение для непрерывных систем. Разностное уравнение можно рассматривать, как рекуррентное соотношение позволяющее вычислять значения y[i] при i=0,1,2,…, то есть в различные моменты времени, при заданных начальных условиях y[0], f[0].

Пример:
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(=0.2, (=0.1 при i=0 y[i]=0, f[i]=1, f[i]=const
i=1
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y[1]=10

i=2 
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y[2]=8

i=3
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y[3]=8.4

i=4


[image: image311.wmf]]

[

y

]

[

f

]

[

y

3

4

1

4

a

t

-

=




y[4]=8.32

Вопросы для контроля:
1. Как представить в виде решетчатой функции постоянный сигнал?
2. Как представить в виде решетчатой функции линейно-возрастающий сигнал?

3. Как представить в виде решетчатой функции синусуидальный сигнал?

4. Какой дискретизации сигнала  соответствует замена непрерывного сигнала решётчатой функцией времени дискретизации сигнал? 

5. Какое квантование  наблюдается в импульсных системах?

6. Какое математическое описание имеет  идеальный импульсный элемент?

7.Какой  дискретизации сигнала  соответствует замена непрерывного сигнала дискретной последовательностью, взятой в заранее заданные моменты времени, каждый элемент которой округляется до ближайшего к нему значения уровня из числа разрешенных?  

8. Как называется функция f(t), определённая только при дискретных значениях t1, t2, … своего аргумента?

Задачи:

1. Записано  уравнение, описывающее импульсную систему, в которой x – выходной сигнал, y – входной сигнал,  вида:
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Какое это уравнение?


2. Какая конечная разность 
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 решётчатой функции 
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 определяется выражением…
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Итого занятия и выдача домашне​го задания из задачника: Топчеев Ю.И., Цыпляков А.П.  Задачник по теории автоматического регулирования. Учеб. пособие для вузов.-М.: Машиностроение,1977. - 592 стр.

Практическое занятие № 21
Тема:  Дискрет​ные передаточные функции импульсных сис​тем (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
      В основе  применения дискретных передаточных функций лежит дискретное преобразование Лапласа, точнее его модификация Z – преобразование:

[image: image316.wmf]å

¥

=

-

=

=

0

i

i

Z

]

i

[

x

]}

i

[

x

{

Z

)

Z

(

X


x[i] – оригинал, X(Z) – изображение.

Для примера найдем изображение единичной ступенчатой функции:
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В литературе по теории управления приводятся подробные таблицы оригиналов решетчатых функций и их Z – изображений.

Дельта-функция или единичная импульсная решетчатая функция имеет следующий вид:

                 1, при  iT0 = 0

([iT0]=

                 0, при  iT0 ( 0

Дельта-функция играет для импульсных систем такую же большую роль, как и дельта-функция Дирака для непрерывных процессов:
Таблица
	Непрерывный оригинал
	Преобразование

Лапласа
	Решетчатая

Функция
	Z   преобразование

	((t)

l(t)-l(t-T0)
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Существует две методики определения дискретных передаточных функций
Методика определения дискретных передаточных функций разомкнутых импульсных систем по таблице   Z-преобразования.

Пусть формирующий элемент – экстраполятор нулевого порядка (Zero-Order Hold).

Для систем с экстраполятором нулевого порядка зависимость для нахождения дискретной ПФ имеет вид:
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На основании этой зависимости первый способ определения W(Z) по известной передаточной функции Wл(p) состоит в следующем:

1. передаточную функцию непрерывной части домножат на 
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2. раскладывают W на простые дроби.

3. пользуясь таблицей для каждой простой дроби Wi(p) находят Wi(Z).

4. получение выражение преобразуют к видудробно рациональной функции.

Второй способ  ( Методика  Цыпкина Я.З) получения дискретной передаточной функции основан на использовании безразмерной переменной 

q= T0p = T0[c]p[1/c].

Здесь используются также основные зависимости теории вычетов. Методика нахождения W(Z) вторым способом сводится к следующему:

1) в передаточной функции Wл(p) необходимо заменить р на величину q/ T0 c помощью этой подстановки осуществляется переход:
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2) необходимо записать характеристическое уравнение, приравняв к нулю знаменатель W(q), и найти его корни, число корней определяется порядком уравнения:

Q(q)=0; 
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3) найти производную:
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4) состоит в переходе от непрерывного q – преобразования к дискретному q – преобразованию
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Отметим, что второй подход является более общим и позволяет рассчитать вид W(Z) для случая импульсного элемента первого типа, то есть с фиксацией непрерывного значения в момент замыкания ключа на время (, а также для импульсного элемента третьего типа – типа ключ. Разница состоит в зависимостях для определения коэффициентов H и Hi.

Для импульсного элемента первого типа и 

элемента типа ключ H и Hi  и вычисляются по  зависимостям, рассмотренным на лекциях.

Используя рассмотренные подходы достаточно просто получить дискретную передаточную функцию импульсного интегратора: 
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Сложную передаточную функцию дискретной системы удобно представлять в виде произведения передаточных функций типовых звеньев не выше второго порядка, как это делалось для непрерывных систем. Так как передаточная функция W*(z), , по своей структуре аналогична передаточной функции непрерывной системыгде роль р играет разностный оператор (1-z-1), то выражения типовых дискретных звеньев остаются похожими на соответствующие выражения непрерывных.
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Рис. 1.11. Соединение дискретных звеньев

Благодаря одинаковой структуре передаточной функции дискретной системы и передаточной функции непрерывной системы остаются справедливыми все правила структурных преобразований, применяемые для непрерывных систем. Так, для последовательного соединения дискретных звеньев (рис. 1.11,а)

K*yx(z) = K*1(z) K*2(z)

Для параллельного соединения (рис. 1.11,б)

K*yx(z) = K*1(z) ± K*2(z)

Для соединения с обратной связью (рис. 1.11, в)

	K*yx(z) = 
	K*1(z) 



1 ± K*1(z) K*2(z)
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Рис. 1.12. Импульсная характеристика дискретной системы

При нахождении временных характеристик в качестве типовых воздействий используются единичный дискретный импульс и единичная дискретная функция. Импульсной характеристикой линейной дискретной системы wyx(iTn) (рис. 1.12, а) называется реакция на единичный дискретный импульс δ(iTn) при нулевых начальных условиях. С ее помощью можно определить реакцию системы на произвольное воздействие х(iTn). Рассматривая рис. 1.12,б, нетрудно понять, что значение выходного процесса y(iTn) можно подсчитать по формуле

	y(iTn) = 
	∞
Σ
k = 0
	x(kTn) wyx [(i-k)Tn].


Опрос по теоретическому материалу
1. Какое преобразование используется для вывода понятия и  определения дискретных передаточных функций?
2. Какие свойства характерны для этого преобразования?

3. Какие методы используются для нахождения дискретных передаточных функций по виду непрерывной части импульсной системы?
4. Какой из  этих методов является более универсальным?
5. Как определить дискретную  передаточную функцию  соединения

непрерывных элементов?
6. Как определить дискретную  передаточную функцию  соединения
 дискретных элементов?

7. Как по дискретной передаточной  функции построить переходный процесс в системе?

8. Какое уравнение позволяет записать дискретная передаточная функция?

9. Как записать дискретную  передаточную  функцию в стандартной форме?

10. Какими числовыми показателями можно охарактеризовать  дискретную  передаточную  функцию?

Решение задач у доски

Задача 1: определить дискретную  передаточную функцию  соединения непрерывных  элементов – двух апериодических звеньев 1 порядка с постоянными времени Т1 и Т2! ( К= 2;Т1 =0.2; Т2=0.4; То=0.05)
Задача 2: Записать дискретную  передаточную  функцию в стандартной форме! 

Задача 3: Записать разностное уравнение, описывающее процессы в этой системе! 

Задача 4: Определить вид переходного в дискретной системе!

Итого занятия и выдача домашне​го задания из задачника: Топчеев Ю.И., Цыпляков А.П.  Задачник по теории автоматического регулирования. Учеб. пособие для вузов.-М.: Машиностроение,1977. - 592 стр.
Практическое занятие № 22

Тема: Частотные характеристики дискретных систем  управления (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Частотные характеристики отражают свойство дискретной системы  пропускать или отфильтровывать сигнал той или иной частоты. Частотные  характеристики - это формулы и графики характеризующие реакцию  дискретной  системы на синусоидальную или гармоническую входную   последовательность (решетчатую функцию)   в установившемся режиме. При подаче на вход звена вид типового гармонического воздействия  выходной сигнал y [iTo] будет представлять собой   также гармоническую последовательность для частот входных сигналов, которые  поделить  на частоту дискретизации без остатка). 

Для получения амплитудно-фазовой частотной характеристики импульсной системы необходимо в её Z – передаточной функции осуществить подстановку  
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 называется  амплитудно-фазовой частотной характеристикой импульсной системы.
Особенность частотных характеристик дискретных звеньев, отличающих их от частотных характеристик непрерывных звеньев, обусловлена осуществлением в этих звеньях дискретизации сигналов. Характеристики дискретного звена начинают очень сильно отличаться от характеристик его непрерывного аналога, начиная с частот, близких к частоте дискретизации.  Анализировать поведение частотных характеристик за пределами состоятельности дискретных моделей не имеет смысла, нужно лишь помнить, что при анализе на такие модели не следует подавать сигналы с НЧ - спектром, более широким, чем fв = 1/ То  рад/сек во избежание получения неверных значений спектра на высоких частотах. Для восстановления асимптотических свойств от преобразованной функции W(Z) переходят к W(w) преобразованной функции используя подстановку:
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осуществим подстановку Z = ej(T0
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Для тангенсов малых углов (<2/T0, то 
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При исследовании импульсных систем в рассмотрение также вводится так называемая псевдочастота:
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Таким образом, определение асимптотической частотной характеристики состоит в следующем: 
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Рис. График частотной характеристики импульсной системы.

Контрольные вопросы:
1. Как преобразовать дискретную передаточную функцию разомкнутой импульсной системы к  ее частотной характеристике? 
2. От чего зависит близость  частотных характеристик  дискретной системы к  частотной характеристике непрерывной системы?
3.  Какой  диапазон частот дискретной частотной характеристики  называют областью ее состоятельности?.
4. Что такое псевдочастота?  

5. Какая формула используется для определения частотных характеристик импульсных систем по  её Z – передаточной функции?

6. Какая формула используется для определения псевдочастоты 
[image: image354.wmf]l

 в теории импульсных систем ?

7. Для чего используется  формула
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 Т – период квантования, 
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 - круговая частота.

8. В каком  диапазоне частот амплитудно-фазовые частотные характеристики импульсной системы с периодом дискретизации Т полностью определяются своими значениями 

(
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9. Какую формулу предложил для расчета  частотных характеристик  дискретных систем Я.З. Цыпкин

10.  Пусть Т0 – период дискретности, 

Т min –  наименьшая постоянная времени непрерывной части.

Амплитудно-фазовые частотные характеристики импульсной системы и её непрерывной части при выполнения неравенства Т0 << Т min  близки в диапазоне частот
[image: image358.wmf]0
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Задачи:

1. Построить частотную характеристику дискретного апериодического звена с параметрами заданными преподавателем.
2. Построить частотную характеристику дискретного ПИ регулятора  с параметрами заданными преподавателем.
3. Построить частотную характеристику дискретного интегратора

Практическое занятие № 23

Тема:  Методы исследования устойчивости дискретных систем 

План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Устойчивость дискретных систем. Как и для систем непрерывного времени, под устойчивостью дискретной системы понимают ее способность возвращаться в положение равновесия после окончания действия внешних факторов. Теория устойчивости и качества регулирования дискретных СУ базируется на рассмотрении передаточных функций и частотных характеристик импульсных систем. 

  Рассматривается свободное движение управляемой системы, либо движение автономной системы при ненулевых начальных условиях.

Автономная  дискретная система описывается уравнениями

a(z)y(k) = 0,  a(z) = zn + al zn-1 + ... + an,  yy = y* = 0.                    
Понятия устойчивости линейных дискретных систем практически полностью идентичны соответствующим понятиям непрерывных систем.  
Критерии устойчивости дискретных систем легко выводятся из соответствующих положений непрерывной теории, если принять во внимание, что полюсы zi дискретной системы связаны с полюсами pi эквивалентной непрерывной модели соотношением zi = ехр(Трi). Поэтому ограничимся рассмотрением только свойства асимптотической устойчивости.

Устойчивость по выходу (техническая устойчивость) определяется характером изменения выходной переменной y(k), т. е. свойствами решений системы. Система называется асимптотически устойчивой, если выполняется условие
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Основной метод исследования устойчивости дискретных системы предусматривает использование корневых критериев. Дискретная система асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда модули всех корней (полюсов) характеристического уравнения системы меньше 1, т.е. |zi|<1, i=(1,n). Другими словами, полюсы системы на комплексной плоскости должны находиться внутри круга единичного радиуса, при этом окружность единичного радиуса является границей устойчивости.
  При исследовании устойчивости импульсных систем применяют формальные признаки, которые позволили, не прибегая к решению характеристического уравнения, судить об устойчивости или неустойчивости системы. Такие признаки получили название критериев устойчивости.

Критерии устойчивости импульсных систем делятся на две большие группы:

1.  алгебраические

2.  частотные

Алгебраические критерии построены на алгебраических уравнениях и соотношениях. Наибольшее распространение при исследовании импульсных систем получил критерий, требующий для обеспечения устойчивости попадания корней в круг единичного радиуса. 

На рисунке крестиками обозначено расположение на комплексной плоскости корней (i характеристического уравнения D(z)=0  устойчивой замкнутой импульсной системы третьего порядка..
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Для определения устойчивости импульсной системы применяют и другие алгебраические критерии, которые вытекают из дискретной передаточной функции системы и  следующих преобразований :

           p=qTo                   ФЦ                        z=EXP(q)

 W(p) ======> W(q) ======> W_*_(q)  ======> W(z)

                                (по формулам

                                   Цыпкина)

                                      W(z)             R(z)

                Ф(z) = ──────── = ─────----

                                    1 + W(z)     Q(z)+R(z)

Для обеспечения устойчивости импульсной системы   корни характеристического уравнения в Z - преобразованной форме должны располагаться на комплексной плоскости  Z  в круге единичного радиуса.

 Далее приведен пример расчетов для импульсной системы с линейной частью 3-его порядка и   числовыми значениями параметров:

Пусть 
[image: image361.wmf]1
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Выполним  преобразования по методике  Цыпкина для  числовых значений 
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Расположение корней на комплексной плоскости z
[image: image365.png]Re





Рис. Расположение корней на комплексной плоскости z
Для исследования устойчивости систем более высоких порядков применяют критерий Шур-Кона.
 Наличие хотя бы одного корня вне единичного круга делает дискретную систему неустойчивой. Появление одного вещественного или пары двух комплексно-сопряженных корней на единичной окружности при условии расположения остальных корней внутри круга говорит о нейтральной устойчивости дискретной системы (устойчивости по Ляпунову).
 Для исследования устойчивости дискретных систем также используют w-преобразование ( билинейное преобразование)   
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, позволяющее преобразовать окружность единичного радиуса в левую полуплоскость плоскости корней характеристического уравнения.    Применение w-преобразования предоставляет возможность решать задачу исследования устойчивости дискретной системы  ментодами исследования устойчивости линейных систем: по критерию Гурвица, Рауса, Льенара-Шипара.  

Необходимые   условия    устойчивости    позволяет оценить  алгебраическая форма частотного критерия Я.З.Цыпкина. Для его применения используется характеристический многочлен замкнутой дискретной системы  D(z), в который  вместо  подставляют 1 или -1 . И по знакам полученным после вычислений делают заключений о выполнении или невыполнении необходимых условий устойчивости.
 Контрольные вопросы:

1. Что понимают под устойчивостью дискретной системы?

2. Какое движение импульсной системы рассматривается при анализе устойчивости?

3. Каким уравнением уписывается движение в импульсной системе при отсутствии входных и возмущающих воздействий?

4. Какой вид имеет дискретная передаточная функция замкнутой импульсной системы? 

     5. Какие  алгебраические критерии существуют для оценки

 устойчивости импульсной системы?   

6. Какие  частотные  критерии используются  для оценки

 устойчивости импульсной системы? 

7.Какие условия устойчивости дает критерий Цыпкина Я.З.?

Задача 1.

Рассмотрим   пример   системы с  дискретным   интегратором  в прямой цепи.  Для  этой системы   можно сделать заключение об устойчивости по корням характеристических уравнений. Характеристическое уравнение в z - изображениях  для замкнутой системы имеет  вид

D*(z) = 1 - (1 - k) z-1 = 0.             Корень этого уравнения z1 = 1 - k по условиям устойчивости должен находиться внутри круга единичного радиуса, то есть |z1| = |1 – k I.
Практическое занятие № 24
Тема:  Анализ устойчивости дискретных систем управления (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения

 Анализ дискретных систем начинается с оценки их принципиальной работоспособности, то есть устойчивости. В классе линейных систем задача решается так же, как и в теории линейных непрерывных САУ, но с учетом особенностей, связанных с квантованием сигналов, и вытекающей из них специфики аппарата. Напомним, что устойчивость непрерывных линейных систем определялась по поведению переходной составляющей yn(t) общего решения однородного дифференциального уравнения исследуемой системы. Аналогично решается задача и для дискретных систем, описываемых линейными разностными уравнениями (1.34). Общее решение таких уравнений представляет собой сумму

Y[iTn] = yв[iTn] + yn[iTn]

где yв[iTn] - вынужденная составляющая процесса, зависящая от внешнего воздействия, а

Критерии устойчивости дискретных систем легко выводятся из соответствующих положений непрерывной теории, если принять во внимание, что полюсы zi дискретной системы связаны с полюсами pi эквивалентной непрерывной модели соотношением zi = ехр(Трi). Поэтому ограничимся рассмотрением только свойства асимптотической устойчивости.

Устойчивость по выходу (техническая устойчивость) определяется характером изменения выходной переменной y(k), т. е. свойствами решений системы. Система называется асимптотически устойчивой, если выполняется условие
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Основной метод исследования устойчивости дискретных системы предусматривает использование корневых критериев. Дискретная система асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда модули всех корней (полюсов) характеристического уравнения системы меньше 1, т.е. |zi|<1, i=(1,n). Другими словами, полюсы системы на комплексной плоскости должны находиться внутри круга единичного радиуса, при этом окружность единичного радиуса является границей устойчивости. Наличие хотя бы одного корня вне единичного круга делает дискретную систему неустойчивой. Появление одного вещественного или пары двух комплексно-сопряженных корней на единичной окружности при условии расположения остальных корней внутри круга говорит о нейтральной устойчивости дискретной системы (устойчивости по Ляпунову).

Скорость протекания дискретных процессов определяется значениями модулей полюсов системы |zi| = exp(-iT). Значения |zi| уменьшаются с увеличением модулей вещественных частей полюсов непрерывной системы I, что равносильно увеличению быстродействия, т. е. уменьшению времени переходного процесса tпп. Это служит основанием для введения (по аналогии с непрерывными системами) понятия степени устойчивости дискретной системы как радиуса распределения ее полюсов на комплексной плоскости.

Степенью устойчивости дискретной системы называется положительное число

ή = max |zi|,  i = (1, n).

Cкорость протекания процессов возрастает при приближении полюсов к началу координат комплексной плоскости. Грубая оценка времени переходных процессов дискретной системы по степени устойчивости ή (только по самой медленной составляющей переходного процесса) выполняется по формуле:

tпп ≈ 3T/ln ή
Для систем более высоких порядков применяют критерий Шур-Кона.
	Основано на  подстановке        z = 
	1 + w 



1 - w

	Или              z = 
	1 + w 



1 – w


 Использование алгебраического критерия Гурвица (Рауса, Льенара-Шипара).  
Преобразующей  круг единичного радиуса в левую  полуплоскость: [image: image368.png]A\




Кроме того для получения необходимых условий  устойчивости  системы  используют   частотный критерий ЦыпкинаЯ.З в алгебраической форме. .Для его применения используется характеристический многочлен замкнутой дискретной системы  D(z), в который  вместо  подставляют 1 или -1 . И по знакам полученным после вычислений делают заключений о выполнении или невыполнении необходимых условий устойчивости.

Кроме того для исследования устойчивости дискретных систем можно использовать дискретные ЛАФЧХ в области их состоятельности, а также понятия запасов по ффазе и ампмплитуде, известные из теории линейных систем. 
Опрос по теоретическому материалу
Вопросы:

1. Как влияет коэффициент передачи разомкнутой системы на устойчивость импульсной системы?

     2. Как влияет скважность импульсов на устойчивость  импульсной системы?

     3. Почему недопустимо, чтобы период опроса был больше постоянных времени элементов, входящих в  систему?

     4. Какой вид имеет дискретная передаточная функция замкнутой импульсной системы? 

     5. Какие  алгебраические критерии существуют для оценки

 устойчивости импульсной системы?   
6. Какие  частотные  критерии используются  для оценки

 устойчивости импульсной системы? 

7.Какие условия устойчивости дает критерий Цыпкина Я.З.?

8. Как определить запасы устойчивости  по фазе и амплитуде  для дискретной системы?

9. По расположению корней (i характеристического уравнения D(z)=0  замкнутой импульсной системы на комплексной плоскости оцените будет ли  импульсная система устойчивой
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10.По заданной дискретной передаточной функции разомкнутой системы
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оцените устойчивость импульсной  системы!

· Решение задач у доски

Задача 1.

Рассмотрим   пример   системы с  дискретным   интегратором  в прямой цепи.  Для  этой системы   можно сделать заключение об устойчивости по корням характеристических уравнений. Характеристическое уравнение в z - изображениях  для замкнутой системы имеет  вид

D*(z) = 1 - (1 - k) z-1 = 0.             Корень этого уравнения z1 = 1 - k по условиям устойчивости должен находиться внутри круга единичного радиуса, то есть |z1| = |1 - k| < 1 и мы вновь приходим к неравенству
А теперь перейдем к w - преобразованию , получим характеристическое уравнение замкнутой системы в w – преобразованнрм  виде

	D*(z) = 1 - (1 - k)
	1 - w 



1 + w
	= k + (2 - k)w = 0.


 По критерию Гурвица система первого порядка устойчива, если все коэффициенты характеристического уравнения положительны, то есть k > 0 и 2 - k > 0. Отсюда для устойчивой  дискретной системы 0 < k < 2.
Задача 2  По заданной дискретной передаточной функции разомкнутой системы                   
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 и оцените устойчивость  дискретной замкнутой системы.

Задача 3. Определите необходимые условия  устойчивости  системы, по заданной дискретной передаточной функции  замкнутой системы
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Подведение итогов занятия Итого занятия и выдача домашне​го задания из задачника: Топчеев Ю.И., Цыпляков А.П.  Задачник по теории автоматического регулирования. Учеб. пособие для вузов.-М.: Машиностроение,1977. - 592 стр.
Практическое занятие № 25

Тема: Дискретные корректирующие устройства и регуляторы в исполнительных системах роботов
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1 . Краткие теоретические сведения
Использование цифровых методов обработки информации в системах автоматического управления позволяет реализовывать сложные алгоритмы управления и обеспечивать их быструю сменяемость. Кроме того, цифровые устройства, как правило, более надежны в работе и имеют меньшие габариты и массу. Автоматические системы, полностью построенные на цифровых элементах, называются цифровыми САУ (ЦСАУ)
Цифровой регулятор  представляет собой последовательность из 3 – х устройств.


   Рис.  Цифровой регулятор САУ РТС
 На рис. 1) АЦП   2) цифровой фильтр 3) ЦАП

.
Преобразование непрерывного сигнала в цифровой код выполняется аналого-цифровыми преобразователями (АЦП) и включает три операции: квантование сигнала по времени, квантование по уровню и кодирование. Квантование по времени заключается в измерении непрерывной величины х(t) в дискретные моменты времени tk=kt, t=const, k=0, 1, 2,…, и осуществляется импульсным элементом - ИЭ. На выходе импульсного элемента получается решетчатая функция  x(tk). 
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Рис. 6.2.1.
Процесс квантования решетчатой функции х(tk) по уровню можно представить как прохождение сигнала х(tk) через нелинейный элемент с многоступенчатой релейной характеристикой - квантователь по уровню КУ (рис. 6.2.1). В результате квантования по уровню точно измеренные значения сигнала х(tk) заменяются приближенными ближайшими дискретными значениями хk ( x(k) ( x(tk). Шаг квантования k, характеризует точность преобразователя.
Учет квантования по уровню приводит к необходимости рассмотрения нелинейных цифровых систем. Анализ систем упрощается, если элемент с многоступенчатой релейной характеристикой представить в виде параллельного соединения линейного усилительного элемента с коэффициентом K = 1, характеристика которого изображена на рис.6.2.1 справа, и нелинейного элемента с характеристикой (k), равной разности между линейной и релейной характеристиками. В этом случае квантованный по уровню сигнал можно представить, как сумму точного сигнала х(tk) и добавочного сигнала (k), ограниченного по величине половиной ступени квантования:

Прежде чем сигнал х[k] поступает на цифровое вычислительное устройство- цифровое устройство управления (ЦУУ) системы, осуществляется его кодирование - преобразование в цифровой код хц [k]. Если в ЦУУ используется двоичная система счисления, то с помощью кодирующего устройства К каждый импульс, поступающий с квантователя по уровню, преобразуется в двоичный цифровой код, соответствующий амплитуде этого импульса. Двоичные числа представляются в виде последовательности  импульсов,  разделенных интервалом времени . Каждому разряду двоичного числа отводится интервал времени ' на выставление кодов 0 или 1 (обычно отсутствие или наличие определенного уровня напряжения). 
На ЦВУ числа могут поступать последовательным или параллельным кодом. В первом случае разряды числа идут последовательно друг за другом по одному каналу, как правило, начиная с младшего. Одно число от другого отделяется специальным маркерным импульсом. Минимальный интервал Т передачи числа равен n, где n - количество разрядов числа. При параллельном коде все разряды числа поступают одновременно по нескольким каналам, число которых равно числу разрядов. Так как при кодировании сигнала не происходит изменения информации, то передаточная функция кодирующего устройства равна единице.
ЦУУ - ЦВУ можно рассматривать как дискретный преобразователь, преобразующий входную последовательность чисел хц[k] в выходную yц[k] в соответствии с заложенной программой вычислений, представляющей собой алгоритм переработки информации. В дискретной линейной системе связь между входом и выходом (входной и выходной дискретными последовательностями значений сигнала – отсчетами), задается линейным оператором-линейным разностным уравнением:
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где am и bn - вещественные или, в общем случае, комплексные коэффициенты. Выполним нормировку уравнения (6.2.8) к a0 = 1, и, принимая в дальнейшем t = 1, приведем его к виду: 
y[k] = 
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Рис. 6.2.2. Рекурсивный ЦФ.

ЦВУ, которые описываются полным разностным уравнением , принято называть рекурсивными цифровыми фильтрами (РЦФ), так как в вычислении текущих выходных значений участвуют не только входные данные, но и значения выходных данных фильтрации, вычисленные в предшествующих циклах расчетов. С учетом последнего фактора рекурсивные фильтры называют также фильтрами с обратной связью, положительной или отрицательной в зависимости от знака суммы коэффициентов am. По существу, полное окно рекурсивного фильтра состоит из двух составляющих: нерекурсивной части bn, ограниченной в работе текущими и "прошлыми" значениями входного сигнала, и рекурсивной части am, которая работает только с "прошлыми" значениями выходного сигнала. Техника вычислений для РЦФ приведена на рис. 6.2.2.  
При подаче на вход фильтра единичного импульса Кронекера о, имеющего z-образ (z)=z-n = 1, сигнал на выходе фильтра будет представлять собой импульсную реакцию фильтра y(k) ≡ h(k), при этом:

H(z) = Y(z)/(z) = Y(z) = TZ[y(k)] =
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т.е. передаточная функция фильтра является z-образом ее импульсной реакции. При обратном z-преобразовании передаточной функции соответственно получаем импульсную характеристику фильтра:

                              h[k] ( H(z).                                                 
Если функция H(z) представлена конечным степенным полиномом, то обратное z-преобразование осуществляется элементарно идентификацией коэффициентов по степеням z. Передаточная функция также может быть представлена степенным полиномом прямым делением числителя на знаменатель правой части выражения (6.2.11), однако результат при этом может оказаться как конечным, так и бесконечным, т.е. система может иметь либо конечную, либо бесконечную импульсную характеристику. Практически используемые рекурсивные фильтры обычно имеют бесконечную импульсную характеристику (БИХ-фильтры) при конечном числе членов алгоритма фильтрации (6.2.14).
Система устойчива, если при любых начальных условиях ее реакция на любое ограниченное воздействие также ограничена. Критерием устойчивости является абсолютная сходимость отсчетов импульсного отклика системы:
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Анализ устойчивости может быть проведен по передаточной функции. В устойчивой системе передаточная функция не должна иметь особых точек (полюсов) на и вне единичного круга на z-плоскости. Отсюда необходимое и достаточное условие устойчивости импульсных систем - модули корней передаточной функции  должны быть меньше 1 (полюса передаточной функции системы внутри единичного круга на z-плоскости). Чем меньше значения модулей корней, тем больше запас устойчивости системы.
Удобным методом решения разностных уравнений линейных систем является z-преобразование. Применяя z-преобразование к обеим частям равенства (6.2.8), c учетом сдвига функций (y(k-m) ( z-m Y(z)), получаем:  

Y(z)
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где X(z),Y(z)- соответствующие z-образы входного и выходного сигнала. Отсюда, полагая ao = 1, получаем в общей форме функцию связи выхода фильтра с его входом - уравнение передаточной функции системы в z-области:

H(z) = Y(z)/X(z) =
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Для нерекурсивных ЦВУ, при нулевых коэффициентах am:

H(z) =
[image: image386.wmf]N

0

 

n

=

å

bnz-n.                                               (6.2.12)

Контрольные вопросы:

1.  Для чего используются дискретные фильтры?

2. Из каких устройств состоит цифровой регулятор исполнительной системы робота?

3. Какой дискретный фильтр называют интегрирующим?

4. Какой дискретный фильтр называют рекурсивным фильтром?

5. Какой дискретный фильтр называют КИХ- фильтром?

6.  Какой дискретный фильтр называют БИХ- фильтром?

7.  Как можно описать процессы, выполняемые в ЦУУ? 
Задачи:
1.  Каким звеном является дискретный фильтр с дискретной передаточной функцией
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Определить и доказать.

2. Каким звеном является дискретный фильтр с дискретной передаточной функцией
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Определить и доказать.

2. Передаточная функция объекта управления имеет вид: 
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Практическое занятие № 26
Тема:   26. Синтез аналого-цифровых систем по непрерывному прототипу.
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
 При проектировании  цифровых корректирующих фильтров исходной, как правило, является частотная передаточная функция фильтра   Wпку (ω), по которой вычисляется ее Z-образ   W* (z) и обратным переходом в пространство сигналов определяется алгоритм обработки данных. В общей форме для выходных сигналов фильтра:
Y(z) = H(z)·X(z).

Y(z)·(1+
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После обратного Z-преобразования выражения (6.2.13):

y(k) =
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При этом цифровой автомат реализует алгоритм управления в реальном масштабе времени (Ka(z) – передаточная функция алгоритма), т. е. в течение интервала времени равного периоду дискретности –Тo. В цифровой системе квантование по уровню осуществляется с помощью АЦП, а по времени задается цифровым автоматом. Выходной преобразователь одновременно является экстраполятором нулевого порядка, сигнал на его выходе в течение периода дискретности является постоянным.  При синтезе  дискретных систем ставится задача определения алгоритма работы цифрового управляющего устройства для цифровой автоматической системы. (ЦАС). Устройство управления таких систем содержит аналого-цифровые преобразователи АЦП, управляемые коммутирующим устройством, выходные преобразователи ЦАП, воздействующие на исполнительные устройства ИУ, объект (объекты ) управления ОУ и цифровое управляющее устройство (ЦУУ).  Если частотными методами синтеза определена  передаточная функция непрерывного управляющего устройства Wпку(p), то формулируют задачу   выбора характеристики этого цифрового корректирующего фильтра   так, чтобы динамические характеристики  аналого-цифровой системы (системы с дискретным корректирующим устройством) и непрерывной системы прототипа были близки. Эта задача может быть решена на основе замены передаточной функции непрерывного корректирующего устройства  Wпку(p) алгоритмом работы микропроцессора,  реализующего соответствующее Wпку(p) разностное уравнение. Очевидно, что алгоритм работы ЦУУ должен быть таким, чтобы обеспечить близость динамических свойств ЦУУ и его идеального непрерывного прототипа.
Контрольные вопросы:
11. Какая формула используется для определения частотных характеристик импульсных систем по  её Z – передаточной функции?

12. Какая формула используется для определения псевдочастоты 
[image: image399.wmf]l

 в теории импульсных систем ?
13. Для чего используется  формула
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 Т – период квантования, 
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 - круговая частота.
14. В каком  диапазоне частот амплитудно-фазовые частотные характеристики импульсной системы с периодом дискретизации Т полностью определяются своими значениями 
(
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15. Какую формулу предложил для расчета  частотных характеристик  дискретных систем Я.З. Цыпкин
16.  Пусть Т0 – период дискретности, 

Т min –  наименьшая постоянная времени непрерывной части.

Амплитудно-фазовые частотные характеристики импульсной системы и её непрерывной части при выполнения неравенства Т0 << Т min  близки в диапазоне частот
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17. Как при синтезе, используя ЧХ дискретной системы,  выбрать тип и параметры дискретного фильтра, обеспечивающие системе устойчивость и заданное качество регулирования ?

18. .Какие постоянные времени непрерывной части называют существенными, а какие несущественными?

19. Каким соотношением связана частота среза проектируемой дискретной системы и период опроса импульсного элемента ?

20.    При каком соотношении  периода  T гармонической дискретной последовательности y[i]  и периода опроса To   y[i] будет периодической функцией?
Задачи:  

1. Если  Z-передаточная функция имеет вид: 
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. Тогда псевдочастотная характеристика  имеет вид…

2. Если  псевдочастотная характеристика  имеет вид
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то какой вид имеют ЛАФЧХ этой системы

Практическое занятие № 27
Тема: 27. Фазовые портреты нелинейных  и их особые точки (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения о методе фазовых траекторий.

Для наглядного представления о сложных нелинейных системах прибегают к понятию фазового пространства.
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где xi-переменные состояния. Начальные условия переменных состояний:x10,x20,….xn0. 

    решение дифференциальных уравнений имеет вид:
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     Пространство переменных состояний и называется фазовым пространством. Начальным условиям в этом пространстве будет соответствовать точка Мо.

[image: image408.png]Mh{x10%e0 %0)





     С течением времени значения x1,x2,…xn меняются, и каждое из этих точек составит некоторую траекторию в фазовом пространстве. Эту траекторию принято называть фазовой, а точку М - изображающей точкой. По фазовой траектории можно проследить характер процессов в системе, установить сходится ли процесс к состоянию равновесия или же расходится. В каждой точке фазовой траектории можно провести касательную и на ней отложить вектор скорости для каждой точки. Так как производные по времени oт координат изображающей точки представляют собой проекции скорости на координатные оси, то дифференциальное уравнение системы в нормальной форме Коши фактически и есть уравнение, позволяющие рассчитать скорости.
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Метод фазового пространства и фазовых траекторий более нагляден, если система описывается дифференциальными уравнениями не выше второго порядка, при этом фазовое пространство вырождается фазовую плоскость. Фазовой плоскостью называется плоскость, в которой   по осям координат откладываются какие-либо две переменные, характеризующие переходный процесс в системе. Наиболее часто в качестве таких переменных принимают отклонение регулируемой величины и скорость ее изменения. Рассмотрим систему второго порядка:
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Эго уравнение разобьем на два уравнения первою порядка, для этого воспользуемся подстановкой:
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Для изображения процессов протекающих в таких системах второю порядка на фазовой плоскости используют следующий прием:

для исключения из дифференциального уравнения времени делят второе уравнение на первое.
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Для того, чтобы получить интегральное уравнение фазовой траектории необходимо дифференциальное уравнение фазовой траектории проинтегрировать.
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 Интегральным  уравнением  фазовой  траектории  называется уравнение, имеющее вид: у=Ф(х)+с

Оно позволяет получить на фазовой плоскости некоторую траекторию. [image: image414.png]\Mo (‘ro,yo)

‘ _/\ y=D(x)+c




В тех случаях, когда интегрирование дифференциального фазового уравнения затруднено, ход фазовых траекторий хотя бы качественно можно проследить с помощью так называемого метода изоклин.

Метод    изоклин не предполагает интегрирование дифференциального уравнения фазовых траекторий.
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     Изоклиной называется такая линия, во всех точках которой наклон фазовых траекторий одинаков. Сами изоклины могут иметь различные значения.
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Построение фазового портрета на основе метода изоклин проводится следующим образом:

f(х,у)=kтp 

	kтр
	(
	Уравнение изоклин

	0
	0
	f(x,y)=0

	1
	45
	f(x,y)=1

	(3
	60
	f(x,y)= (3

	1/(3 
	30
	f(x,y)=1/(3

	(
	90
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	-45
	f(x,y)=-1


Особыми точками фазового портрета называются точки, наклон фазовых траекторий в которых не определен. [image: image417.png]f(x,y)=0

47





Рис. Изоклины с направлениями фазовых траекторий.

Вопросы для контроля:

1. Как построить фазовый портрет системы, если изве​стны ее уравнения?

2. Как получить фазовый портрет экспериментально?

3. Что называют быстродействием системы?

4. Какое уравнение называют дифференциальным уравнением фазовой траектории?

5.  Какое уравнение называют интегральным уравнением фазовой траектории?

6. В чем суть метода изоклин?

7. Какие точки фазового портрета называются особыми?

 Задача:
Установите соответствие между  фазовой траекторией  и коэффициентами 
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, описывающего процессы в  линейной системе с учетом знака  дискриминанта  характеристического уравнения системы 
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Задача  2 :  Укажите  какие типы особых точек представлены на рисунке. 
Практическое занятие № 28
Тема28: Построение фазовых портретов нелинейных систем (2ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения о методе фазовых траекторий и построении фазовых портретов нелинейных систем

Для наглядного представления о сложных нелинейных системах прибегают к понятию фазовой плоскости Для изображения процессов протекающих в таких системах второю порядка на фазовой плоскости используют следующий прием:

для исключения из дифференциального уравнения времени делят второе уравнение на первое.
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Для того, чтобы получить интегральное уравнение фазовой траектории необходимо дифференциальное уравнение фазовой траектории проинтегрировать.
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Интегральным  уравнением  фазовой  траектории  называется уравнение, имеющее вид: у=Ф(х)+с

В отличие от фазовых портретов линейных систем фазовые портреты нелинейных систем оказываются более сложными, для них характерно не только наличие особых точек, но и особых линий и особых областей.

Сложная структура фазовых портретов нелинейной системы приводит к тому, что особая точка фазового портрета может являться одновременно, например, центром, фокусом и седлом. Характерной для фазовых портретов нелинейных систем особой линией   является   изолированная   замкнутая   траектория, соответствующая автоколебаниям в системе. Она называется предельным циклом. Предельный цикл может быть устойчивым или неустойчивым. Для устойчивого предельного цикла характерно, что фазовые траектории наматываются на него изнутри и снаружи.
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Для такого фазового портрета особая точка О является неустойчивым фокусом, центром, устойчивым фокусом. Неустойчивый предельный цикл на графиках принято обозначать пунктиром. Точка О - устойчивый фокус. Для самого предельного цикла точка О является центром, для фазовых траекторий за     пределами предельного цикла точка О является неустойчивым фокусом.            

[image: image429.png]



Неустойчивый   предельный    цикл   является   физически ненаблюдаемым.  При малых рассогласованиях система с неустойчивым предельным циклом ведет себя как устойчивая система. Система устойчива в малом и неустойчива в большом. Для фазовых портретов также характерно наличие линий или областей застоя.
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Контрольные вопросы?
1. Какие системы называют нелинейными?

2. Что такое нелинейность?

3. Как можно математически описать нелинейность?
4. Какие  особенности характерны для фазовых портретов нелинейных систем?
5. Какая линия фазового портрета называется линией переключения?

6. Какая область фазовой плоскости называется областью  или отрезком застоя?

4. Что такое предельный цикл?

5. Чем отличается устойчивый предельный цикл от неустойчивого?
Задачи:

1. Построить фазовый портрет нелинейной системы:
[image: image432.png]


   
Рассмотрим пример построения фазового портрета нелинейной САУ (рис. 8.13).  Пусть передаточная функция линейной части системы равна:
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,                                                        (8.5) 
а статическая нелинейная зависимость между входным и выходным сигналом нелинейного элемента:

                   [image: image434.png]M
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                                              (8.6)

Такая статическая зависимость соответствует типовому нелинейному элементу «однозначная релейная характеристика с зоной нечувствительности».
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Описание  системы будем осуществлять в ее свободном движении, т.е. полагать, что [image: image436.png]x,(6=0



, при этом  [image: image437.png]x(E) =~y (£)



.

Изображение по Лапласу выходного сигнала системы равно: 

[image: image438.png]Xy (P) = W () 7, (2)






 INCLUDEPICTURE "http://init.knastu.ru/init/image.php?b=tau&p=pic100_6.gif&t=gif" \* MERGEFORMATINET [image: image439.png]k
e @)



.                                 (8.7)

Соответствующее выражению (8.7) операторное уравнение имеет вид:

[image: image440.png]T0? Koy (P) + % e (2) = ke, (2)




или

[image: image441.png]


                                            (8.8)

Выполнив для (8.8) обратное преобразование Лапласа, получим:

[image: image442.png]4'x(t) LEO e
Tz dt -0



.                                                  (8.9)

В дальнейшем для упрощения аргумент t опускается.

С учетом выражений (8.6) и (8.9) можно записать следующие дифферен​циальные уравнения, определяющие переходный процесс в системе в трех  зонах величины [image: image443.png]


:
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                           (8.10)

Наиболее просто выводится уравнение фазовой траектории для второй зоны (при  [image: image445.png]—a<x<a



).  Так как  [image: image446.png]


  и  [image: image447.png]& _d’x
dr de?



, то дифференциальное уравне​ние для этой зоны можно записать следующим образом: 

[image: image448.png]T4y



                или                    [image: image449.png]


.

Разделив последнее выражение на равенство [image: image450.png]y=dxidt



, получим:

[image: image451.png]


                       или                  [image: image452.png]


.

Интегрируя последнее уравнение, находим:

[image: image453.png]


,                                                      (8.11)

где [image: image454.png]


 – постоянная интегрирования.

При  различных значениях [image: image455.png]


 на участке –а < х < а фазовый портрет системы представляет собой семейство параллельных прямых, угол наклона которых к оси абсцисс  определяется величиной постоянной времени [image: image456.png]


.

В первой зоне (при [image: image457.png]


) дифференциальное уравнение, описывающее поведение системы, имеет вид:
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.

С учетом [image: image459.png]


 порядок этого дифференциального уравнения может быть понижен:

[image: image460.png]L4
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          или                 [image: image461.png]T =kM-y
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.

Разделив последнее уравнение на [image: image462.png]


, получим:

[image: image463.png]M-y




                     или                 [image: image464.png]


.

Проинтегрировав это уравнение, получим:

[image: image465.png]Ty +ikMIn(y— kM)|+C,




.                                           (8.12)
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Постоянная интегрирования [image: image467.png]


 может быть найдена  из начальных условий:

[image: image468.png]x=x u y=y,




2. На рисунке представлена фазовая траектория, наблюдаемая в нелинейной системе при отсутствии входного сигнала                                  


[image: image469.wmf]Какой процесс наблюдается в этой системе?

Практическое занятие № 29
Тема: Анализ   устойчивости нелинейных систем  вторым методом А.М. Ляпунова  (2 ч.)
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

· Цель занятия  -  приобрести умения : оценивать свойства функций Ляпунова; исследовать устойчивость линейных и нелинейных систем управления

1. Краткие теоретические сведения
     Исследование устойчивости системы  первым методом А.М.Ляпунова сводится к  определению знаков вещественных частей корней  характеристического уравнения замкнутой системы.

Второй  метод  исследования устойчивости   Ляпунова обычно используется для анализа нелинейных систем. Первый метод  Ляпунова не применим для систем с существенными нелинейностями, для систем с областями и отрезками застоя, характерных для фазовых портретов  нелинейных систем.
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формулировки  теорем первого и второго методов Ляпунова; области   применения каждого метода; определения функций Ляпунова 
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Функция  
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 называется функцией Ляпунова 
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 Особенностью второго метода А.М.Ляпунова   является заключение об устойчивости или неустойчивости системы  по положительно определенной функции, составленным из переменных состояния 
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Контрольный опрос:

1. Каков фазовый портрет  системы  устойчивой в малом?
2. Какая система будет устойчивой в целом?
3. Какой процесс наблюдается в нелинейной системе, если она  не устойчива?
4. Как ведет себя нелинейная система на границе устойчивости? 

5. Какая функция называется знакоопределенной?

6. Какая функция называется функцией А.М.Ляпунова?

7. Как формулируется теорема второго метода А.М.Ляпунова 

Задачи:
Будет ли устойчивой нелинейная система, функция А.М.Ляпунова   для которой имеет вид  

1.
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  2. V=(x+y)^2 а ее производная
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Практическое занятие № 30

Тема 30. Анализ  абсолютной устойчивости нелинейных систем методом В.М. Попова

План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Частотный метод анализа абсолютной устойчивости не​линейных систем получил широкое распространение в инженерной практике.

Абсолютной устойчивостью не​линейных систем называют устойчивость, которая не зависит от конкретного вида нелинейности.   Метод был предложен румынским ученым В.М.Поповым.  В основе метода лежат понятия о секторе нелинейности и модифицированной частотной характеристики  линейной части. Для получения   модифицированной частотной характеристики  линейной части нужно преобразовать  частотную характеристику линейной части W(j()=U(()+ j V(()  нелинейной системы  к виду U(()+  j( V(() .  Для применения критерия  абсолютной устойчивости В.М.Попова  необходимо также рассчитать значение 1/К, зависящего от сектора нелинейности.  Теорема В.М.Попова имеет графическую интерпретацию:  Теорема  об абсолютной устойчивости:  Система устойчива,  если через точку с координатами (-1/К,0) можно провести  произвольную прямую, которая не пересечется с модифицированной частотной характеристикой  линейной части нелинейной системы.  
Используя метод В.М.Попова, по виду модифицированной частотной характеристики  линейной части  можно оценить устойчивость системы [image: image484.wmf]-1
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Согласно критерию  абсолютной устойчивости В.М.Попова:

Система устойчива,  если через точку с координатами (-1/К,j 0) можно провести  произвольную прямую, которая не пересечется с модифицированной частотной характеристикой  линейной части нелинейной системы.

Контрольные вопросы:

1. Какую устойчивость называют устойчивостью в целом?
2. Какую устойчивость называют  абсолютной устойчивостью?
3. Какую частотную характеристику линейной части называют 
модифицированной?
4.  Какова формулировка теоремы об абсолютной устойчивочти В.М.Попова?

5.  Каким образом в теореме В.М..Попова учитываются характеристики нелинейности? 
Задача: Оценить абсолютную устойчивость  нелинейной системы с нелинейным элементом типа ограничение и передаточной  функцией ее линейной части  
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Параметры нелинейности и линейной части задает преподаватель.

Практическое занятие № 31

Тема:  Применение метода Лурье  к расчету автоколебаний СУ
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Метод припасовывания применяется для расчета амплитуды и частоты автоколебаний в системах с разрывным управлением, то есть в системах с кусочно-линейными нелинейностями. Суть метода состоит в том, что рассматриваются обычные временные дифференциальные уравнения по участкам, которые затем сшиваются, то есть, припасовываются, таким образом, что начальные условия последующего участка движения равняются конечными условиями для предыдущего.  Задача расчета автоколебаний по методу припасовывания в релейных системах была впервые решена советским ученым А.И. Лурье, в общем виде для релейной системы с линейной частью n-ого порядка.
А.И. Лурье изложил решение задачи  определения периода автоколебаний для релейной системы с линейной частью n-ого порядка, полагая что уравнения системы автоматического регулирования имеют вид:

2. 
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 При этом,   уравнения   1…. n -1  линейны, а     уравнение     n   нелинейно:
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Если эти уравнения преобразовать к канонической форме, то после их преобразования можно получить многочлены N(p)    и  D (p)     , характеризующие свойства линейной части релейной системы. Определим их корни   
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    В результате дальнейших преобразований можно получить уравнения для определения полупериода автоколебаний

3. 
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 Здесь 
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 - параметры линии переключения.

Период автоколебаний будет равен 2Т .  

Следовательно,  частота автоколебаний  
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2. Рассмотрение  примера  расчета  автоколебаний в релейной системе методом припасовывания у доски с участием студентов:
4. Рассмотрим систему, состоящую из нелинейности – реле и линейной части.

Рассчитаем частоту и амплитуду автоколебаний, которые могут возникнуть в этой системе. 
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Рассмотрим фазовый портрет и временные характеристики этой системы.
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Фазовый портрет рассматриваемой системы симметричен. Условие припасовывания:
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Найдем величину  полупериода автоколебаний ( .

 Рассмотрим движение системы на участке АВ:


[image: image497.wmf]0

'

1

'

1

2

2

1

=

+

-

=

+

=

-

=

+

y

y

T

kc

y

y

T

y

dt

dx

kc

dt

dx

dt

x

d

T


Характеристическое уравнение:
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Общее решение дифференциального уравнения:
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Частное решение дифференциального уравнения при y’ =0

yчаст= -kc
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Воспользуемся условиями припасовывания

(1)  t=0                   y=ya=S1-kc
(2)  t=(                   y=ya=S1e-(/T1-kc= -ya
Подставим (1) в (2):
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1

1

1

1

1

2

2

:

2

2

2

1

1

2

)

1

(

)

1

(

@

1

1

1

1

kcT

B

T

T

th

уравнение

нтное

Трансценде

kcT

B

kcT

kc

e

e

kc

B

e

e

kc

T

T

T

T

T

-

Q

=

Q

-

Q

=

+

-

Q

-

=

+

-

Q

-

Q

-

Q

-

Q

-


Введем обозначение
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Определим  Aak , выполнив следующие действия:

        1. Определим момент времени tm, при котором x(tm)=xmax=Aak
        2.Определим  амплитуду Аak . 

 Сначала найдем момент времени tm.
x(tm)=xmax                  при dx/dt=0,    то есть  y=0
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Контрольные вопросы:
1. В чем суть метода припасовывания?

2. Для анализа  каких систем и каких режимов можно использовать метода припасовывания?

3. Какие уравнения системы  рассматриваются при расчете автоколебаний  методу припасовывания?

 

 Практическон\е занятие № 32
Тема 32:  Определение коэффициентов гармонической линеаризации

           План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Цель занятия:    приобретение практических умений   теоретического  и экспериментального  определения коэффициентов  гармони​ческой линеаризации нелинейных элементов сис​тем управления роботов.

Рассмотрим  нелинейную  систему, описываемую уравнением:
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Решение этого уравнения будем искать в виде:
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Для решения этого уравнения используют метод гармоничес​кой  линеаризации, для чего необходимы  значения коэффи​циентов  гармонической линеаризации . Их можно определить либо теоретически , либо  экспериментально.

При подаче на вход линейной системы гармонического сигнала 

[image: image509.png]x(t) = Asin a¥



                                                       

на выходе системы также устанавливается  гармонический сигнал, но с другой амплитудой и смещенный по фазе по отношению  к входному. Если же синусоидальный сигнал подать на вход нелинейного элемента, то на его выходе формируются периодические колебания, но по форме существенно отличающиеся от синусоидальных. В качестве при​мера на рис. 8.17  показан характер изменения выходной переменной [image: image510.png]


 нелинейного элемента с релейной ха​рактеристикой (8.14) при поступлении на его вход синусоидальных колебаний (8.18).

 Представим нелинейную функцию.F(x,px) в форме разложе​ния  в ряд Фурье:
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высшие гармоники,

где q и q1 -коэффициенты гармонической линеаризации.

Разлагая периодический сигнал на выходе нелинейного элемента в ряд Фурье, представляем [image: image512.png]


 в виде суммы постоянной составляющей  и бесконечного множества гармонических составляющих:

[image: image513.png]T €)= 4y +i(A, sin nat + B, cosnat)
=



,                                     (8.19)
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где  [image: image515.png]Ay, AL BL 4B,



  – постоянные коэффи​циенты ряда Фурье;  [image: image516.png]w=27!T



 – частота колебаний пер​вой гармоники (основная частота), равная частоте вход​ных синусоидальных колебаний; Т – период колебания первой гармоники, равный периоду входных синусоидальных колебаний.

Выходной сигнал нелинейного элемента поступает на вход линейной части САУ (см. рис. 8.1), которая, как правило, обладает существенной инерционностью. При этом высокочастотные составляющие сигнала (8.19) практически не проходят на выход системы, т.е. линейная часть является фильтром по отношению к высокочастотным гармоническим состав​ляющим. В связи с этим, а также учитывая, что ампли​туды гармонических составляющих  в [image: image517.png]


 уменьшаются с ростом часто​ты гармоники, для приближенной оценки выходной величины нелинейного элемента, в большом числе случаев достаточно учитывать только первую гармониче​скую составляющую в [image: image518.png]


.

Следовательно, при отсутствии постоянной составляю​щей в выходных колебаниях выражение (8.19) прибли​женно можно записать в виде:

[image: image519.png]x,,(£) = A sin ok + B cosat



.                                             (8.20)

Выражая из формулы (8.20) функцию [image: image520.png]


, а из производной   [image: image521.png]


 –  функцию [image: image522.png]


, преобразуем выражение (8.20)  следующим образом:

[image: image523.png]By dx(t)

Xm(t)f X(t)+ P



.                                             (8.21)

Таким образом, нелинейная зависимость выходной величины от входной в нелинейном элементе приближен​но заменяется линейной зависимостью, описываемой вы​ражением (8.21).

Выполнив в вы​ражении  преобразование Лапласа, получим:

[image: image524.png]4 B,
xu(P) = 7} wp)+ T;W(p)




Как и для непрерывных звеньев введем в рассмотрение переда​точную функцию нелинейного гармонически линеаризо​ванного элемента, как отношение изображения выходной ве​личины к изображению входной величины:

[image: image525.png]A B
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.          

В таблице приведены значения коэффициентов гармонической для  наиболее распространенных нелинейностей.                          

Таблица 

Коэффициенты гармонической линеаризации типовых нелинейностей

	Статическая характеристика нелинейного элемента
	[image: image526.png]
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	Линейная характеристика с зоной нечувствительности
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	Линейная характеристика с ограничением
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	Линейная характеристика с зоной нечувствительности и ограничением
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	Характеристика «люфт»
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	Идеальная релейная  характеристика 
	[image: image533.png]
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	Однозначная релейная характеристика с зоной нечувствительности
	[image: image534.png]
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	Неоднозначная релейная характеристика с зоной нечувствительности
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	Кубическая парабола: [image: image537.png]=S
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	Характеристика «петля гистерезиса»
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Передаточная функция  [image: image541.png]Wylp,»,4)



 нелинейного эле​мента имеет существенное отличие от передаточной функ​ции линейной системы  [image: image542.png]w(p)



, заключающееся в том, что  [image: image543.png]Wylp,»,4)



  зависит от амплитуды и частоты входного сигнала.

Выражение (8.22)  запишем в виде:

[image: image544.png]Wylp, o, 4)=



 q(A) + [image: image545.png]B



 q1(A),                                         

где  q(A), q1(A) – коэффициенты гармонической линеаризации, определяемые как  отношения коэффициентов ряда Фурье для пер​вой гармоники выходных колебаний к амплитуде вход​ных колебаний: 

q(A)  =[image: image546.png]3



     q1(A) =[image: image547.png]


.                                             

Заменяя в выражении (8.23)  р на [image: image548.png]


, получим выражение для комплексного коэффициента передачи нелинейного элемента с использованием коэффициентов гармонической линеаризации

[image: image549.png]W4



 q(A) +j q1(A),                                                   

являющегося аналогом АФХ для линейного звена.

Теоретически значения коэффициентов гармонической лине​аризации  определяют по зависимостям :
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Экспериментально можно определить коэффициенты  линеаризации следующим образом: Если на вход нелинейного элемента подать гармонический сигнал, то  на  выходе наблюдается негармонический перио​дический  сигнал . Для  экспериментального определения  q и q' из выходного сигнала нелинейного элемента необходимо выделить первую гармонику с помощью фильтра , подавляюще​го высокие частоты. В качестве фильтра может использовать​ся линейная часть системы, порядок числителя передаточной функции которой меньше порядка знаменателя хотя бы на 2 :
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Поэтому после нелинейности необходимо  включить  линей​ный фильтр с известными  частотными характеристиками :

Тогда:
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где
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или
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Отсюда
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где:     Авх - амплитуда сигнала на входе системы;

Авых - амплитуда сигнала на выходе системы;

U - фазовый сдвиг сигнала на выходе ситемы;

Uл   - фазовый сдвиг, вносимый линейной частью;

Ал (w) - амплитудная характеристика линейной части;

        w -   частота гармонического входного сигнала;
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В качестве фильтра
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проще всего использовать апериодическое звено третьего поряд​ка с передаточной функцией
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Тогда амплитудную и фазовую характеристики линейной части можно рассчитать по формулам:
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На частоте (w) амплитудная и фазовая характеристики линей​ной части также могут быть определены экспериментально как со​отношение амплитуд и фаз гармонических входного и выходного сигналов

Для приближенного определения коэффициентов гармонической линеаризации используют формулы Я.З.  Цыпкина.

 В системах управления и, в частности, приводах роботов широко  применяются релейные элементы с гистерезисной харак​теристикой.

  Пример:

 В качестве примера определим выражение для комплексного коэффициента передачи нелинейного элемента с  идеальной релейной статической характеристикой . Коэффициенты ряда Фурье A1   и  B1 для указанной нелинейности равны:
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.

Очевидно, что коэффициент B1 будет равен нулю для любого нелинейного элемента с нечетно-симметричной статической нелинейностью.

Вопросы  для контрольного опроса:

1. В чем суть метода гармонической линеаризации?

2. Назовите известные Вам способы определения коэффициентов гармонической линеаризации.

3. 0 какой линейной части нелинейной системы  можно  ска​зать, что она удовлетворяет условию фильтра?

4. Для чего  при экспериментальном  определении коэффи​циентов гармонической линеаризации используется линей​ная часть?

5. Чем гармоническая линеаризация отличается от обычной?

6. Как можно рассчитать коэффициенты гармонической линеа​ризации кубической нелинейности?

7. С какой целью проводят гармоническую линеаризацию нелинейностей?

8. Какой элемент робота описывается релейной функцией?

9. Какие элементы робота могут быть описаны  нелинейнос​тью с ограничением?

10. Какие элементы робота могут быть описаны нелинейнос​тью с зоной нечувствительности?

 Задачи:   Дана нелинейность   y=x3 .    Определите ее коэффициент гармонической линеаризации двумя способами. 
Практическое занятие № 33
  Тема 33: Применение метода гар​монической линеаризации к расчету автоколебаний СУ 
План занятия

· Краткие теоретические сведения

· Опрос по теоретическому материалу.

· Решение задач у доски

· Подведение итогов занятия

· Формулировка домашнего задания.

1. Краткие теоретические сведения
Рассмотрим нелинейную систему, состоящую из нелинейного элемента и линейной части.
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При отсутствии входного воздействия d такой системе па входе нелинейности могут наблюдаться автоколебания:
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Основным свойством любой автоколебательной системы является способность совершать автоколебания, т.е. такие незатухающие колебания, амплитуда которых с одной стороны в течение больших промежутков времени может оставаться постоянной, а с другой стороны не зависит от начальных условий и определяется свойствами системы.

Как и для непрерывных звеньев введем в рассмотрение переда​точную функцию нелинейного гармонически линеаризо​ванного элемента, как отношение изображения выходной ве​личины к изображению входной величины.                                      Коэффициенты   q(A), q1(A) называют коэффициентами  гармонической линеаризации, определяемые как  отношения коэффициентов ряда Фурье для пер​вой гармоники выходных колебаний к амплитуде вход​ных колебаний: 

q(A)  =[image: image564.png]3



     q1(A) =[image: image565.png]


.                                               
Заменяя в выражении (8.23)  р на [image: image566.png]


, получим выражение для комплексного коэффициента передачи нелинейного элемента:

[image: image567.png]W4



 q(A) +j q1(A),                                                 
являющегося аналогом АФХ для линейного звена.

При этом условие возникновения периодических колебаний в системе с частотой [image: image568.png]


 и амплитудой  [image: image569.png]


 запишем:

[image: image570.png]


                                                    
Если решения системы  комплексные или отрицательные, режим автоколебаний в системе невозможен. Наличие положительных  вещественных решений   для [image: image571.png]


 и [image: image572.png]


свидетельствует о наличии в системе автоколебаний, которые необходимо проверить на устойчивость. 

Вопросы  для контрольного опроса:

1. В чем суть метода гармонической линеаризации?

2. Назовите известные Вам способы определения коэффициентов гармонической линеаризации.

3. 0 какой линейной части нелинейной системы  можно  ска​зать, что она удовлетворяет условию фильтра?

4. Для чего в лабораторной работе при определении коэффи​циентов гармонической линеаризации реле используется линей​ная часть?

5. Чем гармоническая линеаризация отличается от обычной?

6. Как можно рассчитать коэффициенты гармонической линеа​ризации?

7. С какой целью проводят гармоническую линеаризацию нелинейностей?

8. Какой элемент робота описывается релейной функцией?

9. Какие элементы робота могут быть описаны  нелинейнос​тью с ограничением?

10. Какие элементы робота могут быть описаны нелинейнос​тью с зоной нечувствительности?

11. При каких условиях в замкнутой нелинейной системе возни​кают автоколебания?

12. При выполнении какого условия к расчету автоколебаний  в нелинейной системе применяют метод гармонической  линеариза​ции?

13. Как составить уравнения для определения частоты и ампли​туды автоколебаний в системе, используя метод  гармонической линеаризации?

14. Как зависят частота и амплитуда автоколебаний  в  иссле​дуемой системе от параметра Т2  ?

15. Каким образом  системе можно  повысить  частоту  и уменьшить амплитуду автоколебаний?

Задачи:

1.В качестве примера найдем условия возникновения автоколеба​ний в САУ, если  передаточная  функция ее линейной части равна: 

[image: image573.png]k
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и нелинейным элементом типа «петля гистерезиса». 
[image: image574.png]


  Передаточную функцию гармонически линеаризованного нелинейного элемента  найдем в табл.  В результате расчета получим единственное вещественное решение
2.Рассмотрим вторую  задачу На рисунке представлена схема системы. Сколько решений имеет задача расчета автоколебаний в этой системе. Для решения задачи воспользуемся  методом гармонической линеаризации.
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В этой задаче получим два решения.

Задача №3  
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Рис.2. Структурная схема исследуемой системы 

Пусть
передаточная функция линейной части системы имеет вид
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Для определения автоколебаний в системе запишем уравнения баланса амплитуд и фаз:
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А теперь решим их, при значениях параметров заданных преподавателем.
Практическое занятие № 34
  Тема 34: Применение метода гар​монической линеаризации к исследованию медленно-меняющихся процессов в нелинейных автоколебательных системах   (2 ч.)
Рассмотрим нелинейною систему, структурная схема которой приведена на рис.1
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Допустим,    что на вход  нелинейной автоколебательной  системы поступает внешнее  задающее воздействие  g(t) . Предположим, что внешнее воздействие изменяется достаточно медленно по сравнению с величиной периода автоколебаний.  По крайней мере, частота автоколебаний  [image: image580.png]


   в 6-7 раз выше частоты внешнего задающего воздействия. Тогда можно считать, что задающее воздействие g(t)  или 
f (t) и его производные изменяются настолько медленно, что его можно считать практически постоянным,  неизменяющимся за период автоколебаний Та.

Автоколебательная система при этом будет отрабатывать внешний сигнал g(t) на фоне автоколебаний, то есть выходной сигнал будет модулирован автоколебаниями. При этом частота и амплитуда автоколебательной составляющей будут отличаться от их значений в автономном режиме.

При подаче гармонического воздействия g(t)=B*sin(t   в системе могут наблюдаться  различные режимы в зависимости от амплитуды В и частоты (: двухчастотный, биений,  принудительной синхронизации.
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Рассмотрим математическое описание  процессов в  нелинейной системе при действии входного сигнала, Тогда уравнение динамики нелинейной системы имеет вид
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Рассмотрим важный для практики случай, когда внешнее воздействие 
[image: image583.wmf]()
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, которое может быть либо возмущающим, либо управляющим (задающим), в автоколебательной системе является не постоянным, а медленно меняющимся.
 Если в системе наблюдается достаточно медленный процесс, то его можно  считать постоянным за время каждого периода исследуемых автоколебаний и искать решение уравнения (6) в форме
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где 
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отсчитывается отдельно внутри каждого периода, ибо теперь 
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 будут не постоянными, а переменными во времени вместе о изменением внешнего воздействия 
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. При этом 
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 будет медленно меняющимся сигналом на входе нелинейности.
Тогда гармоническая линеаризация нелинейностей производится по формуле
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Далее поступаем аналогично отысканию несимметричных автоколебаний:
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При достаточно медленном изменении управляющего сигнала 
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  и  величин 
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, входящих в коэффициенты 
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, к последнему уравнению  может применить принцип разделения движений на быстрые - автоколебательные и медленные – вынужденные   и  разделить его  на два отдельных уравнения
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(9)

соответственно для медленно меняющейся составляющей и для колебательной составляющей.  При таком  разделении уравнений, как и  прежде, сохраняются существенно нелинейные свойства системы. 

Чтобы найти процесс управления из получим характеристическое уравнение
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Заменив 
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 на 
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 и выделив вещественную и мнимую части, получим два алгебраических уравнения с тремя неизвестными
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Эти уравнения дают возможность определять амплитуду
[image: image600.wmf]a

 и частоту 
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 автоколебаний как функции 
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После того, как из уравнений (10) определены зависимости, можно, воспользовавшись выражением для 
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, найти функцию смещения 
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где в данном случае 
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 является величиной не постоянной, а медленно меняющейся.


Теперь найдём дифференциальное уравнение для определения медленно меняющейся составляющей (сигнала управления) 
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 (на фоне автоколебаний системы) в виде
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Таким образом, получается, что для определения медленно меняющихся процессов функцию смещения
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следует подставить в уравнение автоматической системы (6) вместо заданной нелинейности 
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Следовательно, функция смещения 
[image: image611.wmf]0

()

x

F

 представляет собой как бы статическую характеристику (обычно криволинейную), которая определяет зависимость между выходной и входной величинами заданной нелинейности для постоянных или медленно меняющихся сигналов в автоколебательной системе.
При любых нелинейностях, в том числе и скачкообразных, функция смещения 
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 может иметь при определенных условиях вид весьма плавной кривой. Этот эффект называется вибрационным сглаживанием нелинейностей при помощи автоколебаний, а функцию смешения 
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 можно называть сглаженной нелинейной характеристикой.  Для решения задачи оценки точности автоколебательной системы, работающей в режиме управления (слежения за внешним полезным сигналом) функцию   смещения  повторно линеаризуют. Для линеаризации 
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 используют  первый член ее разложения в ряд Тейлора. В результате повторной линеаризации нелинейности уравнение
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 становится линейным.
Вопросы для контроля:
1. Какие режимы могут  наблюдаться в нелинейных системах при различных амплитудах и частотах внешних воздействий?
2. Укажите  условия, при которых в системе возможен двухчастотный режим функционирования.

      3.  При каких условиях в замкнутой нелинейной системе возни​кают автоколебания?

3. . При  выполнении  какого условия к расчету автоколебаний  в нелинейной системе применяют метод гармонической  линеариза​ции?

4. . Что означает фраза:  – линейная часть удовлетворяет условию фильтра?

5.  Как составить уравнения для определения частоты и ампли​туды автоколебаний в системе и медленно-меняющейся составляющей процесса, используя метод  гармонической линеаризации?

6.  Как зависят частота и амплитуда автоколебательной составляющей   в  иссле​дуемой системе от амплитуды входного сигнала?

7.  Что называют вибрационным сглаживанием нелинейности?

9.. В чем суть явления принудительной синхронизации?

8. Какой режим работы нелинейной системы называют скользящим?

9.  Чему равна частота переключений релейного элемента в скользящем режиме?
10.  В чем отличие квазискользящего режима от скользящего?
Задача:
1. Определить, является ли медленно меняющимся для этой системы  входной  гармонический сигнал частоты  0.5 рад/с ?   Определить частоту  автоколебаний в релейной системе.
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Заданы параметры нелинейности: ширина зоны неоднозначности в=0, релейный коэффициент усиления С=5  и передаточная функция линейной части системы
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 2. Определить динамическую точность воспроизведения этой автоколебательной системой входного  гармонического сигнала частоты  0.2 рад/с
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Функция Ляпунова представляет собой скалярную функцию, заданную на фазовом пространстве системы, с помощью которой можно доказать устойчивость положения равновесия. Метод функций Ляпунова применяется для исследования устойчивости различных дифференциальных уравнений и систем. Ниже мы ограничимся рассмотрением автономных систем X′=f(X)илиdxidt=fi(x1,x2,…,xn),i=1,2,…,n, имеющих нулевое положение равновесия X≡0. 

Предположим, что в некоторой окрестности U начала координат задана непрерывно дифференцируемая функция V(X)=V(x1,x2,…,xn). Пусть V(X)>0 для всех X∈U∖{0}, а в начале координат V(0)=0. Такими функциями являются, например, функции вида V(x1,x2)=ax21+bx22,V(x1,x2)=ax21+bx42,a,b>0. Найдем полную производную функции V(X) по времени t: dVdt=∂V∂x1dx1dt+∂V∂x2dx2dt+⋯+∂V∂xndxndt. Это выражение можно записать в виде скалярного произведения двух векторов: dVdt=(gradV,dXdt),гдеV=(∂V∂x1,∂V∂x2,…,∂V∂xn),dXdt=(dx1dt,dx2dt,…,dxndt). Здесь первый вектор представляет собой градиент функции V(X), т.е. он всегда направлен в сторону наибольшего возрастания функции V(X). Как правило, функция V(X) возрастает при удалении от начала координат, т.е. при условии |X|→∞. Второй вектор в скалярном произведении − это вектор скорости движения. В любой точке он направлен по касательной к фазовой траектории. 

Рассмотрим случай, когда производная функции V(X) в окрестности U начала координат отрицательна: dVdt=(gradV,dXdt)<0. Это означает, что угол φ между вектором градиента и вектором скорости больше 90∘. Для функции двух переменных это схематически показано на рисунках 1 и 2. 
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	Рис.1
	
	Рис.2


Очевидно, что если производная dVdt вдоль фазовой траектории всюду отрицательная, то траектория движения стремится к началу координат, т.е. система является устойчивой. В противном случае, когда производная dVdt положительна, траектория стремится от начала координат, т.е. система является неустойчивой.
	Пример 1 


	
	Исследовать на устойчивость нулевое решение системы dxdt=−2x,dydt=x−y. 

Решение. 

Данная система представляет собой линейную однородную систему с постоянными коэффициентами. В качестве функции Ляпунова возьмем квадратичную форму V(X)=V(x,y)=ax2+by2, где коэффициенты a,b подлежат определению. 

Очевидно, что функция V(x,y) всюду положительна, кроме начала координат, где она равна нулю. Вычислим полную производную функции V(x,y): dVdt=∂V∂xdxdt+∂V∂ydydt=2ax(−2x)+2by(x−y)=−4ax2+2bxy−2by2=−2b(4a2bx2−xy+y2)=−2b(2abx2−xy+y2). Выражение в скобках можно преобразовать в квадрат разности, если выполняется условие 2ab=14или8a=b. Мы можем взять любую подходящую комбинацию, например, положим a=1, b=8. Тогда производная принимает вид: dVdt=−16(x24−xy+y2)=−16(x2−y)2<0. Таким образом, для данной системы существует функция Ляпунова, причем ее производная всюду отрицательна за исключением начала координат. Следовательно, нулевое решение системы асимптотически устойчиво (устойчивый узел). 


	   Пример 2 


	
	Исследовать на устойчивость нулевое решение системы dxdt=y,dydt=−x. 

Решение. 

Заметим, что для данной системы метод первого приближения неприменим, поскольку нулевое решение представляет собой "центр" (т.е. система не является грубой): A=(01−10),det(A−λI)=0,⇒∣∣∣−λ1−1−λ∣∣∣=0,⇒λ2+1=0,⇒λ1,2=±i. Воспользуемся методом функций Ляпунова для анализа устойчивости. Пусть функция V(X) имеет вид V(X)=V(x,y)=x2+y2. Вычислим производную функции V(X) в силу данной системы: dVdt=∂V∂xdxdt+∂V∂ydydt=2x⋅y+2y⋅(−x)≡0. Таким образом, производная тождественно равна нулю. Следовательно, функция V(X) является функцией Ляпунова и нулевое решение системы устойчиво в смысле Ляпунова. Условие асимптотической устойчивости здесь не выполняется (для этого производная dVdt должна быть отрицательной). 


	   Пример 3 


	
	Исследовать на устойчивость нулевое решение нелинейной системы dxdt=−xy2,dydt=3yx2. 

Решение. 

Очевидно, что якобиан данной системы в точке (0,0) представляет собой нулевую матрицу: J=⎛⎜⎝∂f1∂x∂f1∂y∂f2∂x∂f2∂y⎞⎟⎠∣∣ ∣ ∣∣x=0y=0=(0000). Собственные значения этой матрицы равны нулю: λ1,2=0. Поэтому метод исследования устойчивости по первому приближению неприменим. 

Посмотрим какой результат можно получить, используя функцию Ляпунова. В качестве такой функции возьмем V(X)=V(x,y)=3x2+y2, которая является положительно определенной всюду, кроме начала координат. Вычислим полную производную: dVdt=∂V∂xdxdt+∂V∂ydydt=6x(−xy2)+2y(3yx2)=−6x2y2+6x2y2≡0. Здесь снова, как и в предыдущем примере, производная тождественно равна нулю. Это значит, что нулевое решение системы устойчиво (в смысле Ляпунова). 


	   Пример 4 


	
	Исследовать на устойчивость нулевое решение системы, используя метод функций Ляпунова: dxdt=y−2x,dydt=2x−y−x3. 

Решение. 

В качестве возможной функции Ляпунова выберем функцию вида V(X)=V(x,y)=(x+y)2+x42. Очевидно, эта функция является положительно определенной всюду, кроме начала координат, где она равна нулю. Вычислим ее производную (в силу данной системы): dVdt=∂V∂xdxdt+∂V∂ydydt=(2x+2y+2x3)(y−2x)+(2x+2y)(2x−y−x3)=(2x+2y)(y−2x)+2x3(y−2x)−(2x+2y)(y−2x)−x3(2x+2y)=2x3y−4x4−2x4−2x3y=−6x4≤0. Как видно, производная является отрицательно определенной всюду, кроме точки (0,0). Тогда нулевое решение будет асимптотически устойчивым. 

Используя метод первого приближения, можно убедиться, что нулевое положение равновесия представляет собой устойчивый фокус. Действительно, собственные значения линеаризованной системы являются комплексно-сопряженными числами с отрицательной действительной частью: J=(1−22−1),det(J−λI)=0,⇒∣∣∣1−λ−22−1−λ∣∣∣=0,⇒(λ+1)2+4=0,⇒(λ+1)2=−4,⇒|λ+1|=±2i,⇒λ1,2=−1±2i. 


	   Пример 5 


	
	Используя функцию Ляпунова, исследовать на устойчивость нулевое решение системы dxdt=x+3y,dydt=2x. 

Решение. 

Возьмем в качестве функции V(X) следующую функцию: V(X)=V(x,y)=2x2−3y2. Выбор коэффициентов будет ясен из последующих преобразований. Вычислим полную производную функции V(X) в силу данной системы: dVdt=∂V∂xdxdt+∂V∂ydydt=4x(x+3y)−6y(2x)=4x2+12xy−12xy=4x2>0. Таким образом, производная dVdt является положительно определенной всюду, кроме начала координат. 

С другой стороны, можно найти точки, сколь угодно близкие к нулю, в которых функция V(X) также будет положительной. Такие точки, например, расположены на оси Ox при y=0. 

Как видно, выполнены условия теоремы Ляпунова о неустойчивости. Следовательно, нулевое решение системы неустойчиво. 


	   Пример 6 


	
	Исследовать на устойчивость нулевое решение системы dxdt=x3+y,dydt=x+y3. 

Решение. 

Исходя из вида правых частей уравнений, можно заметить, что производные dxdt, dydt будут возрастать для точек в первом квадранте плоскости Oxy (при x>0, y>0). Поэтому можно предположить, что система является неустойчивой. Для доказательства воспользуемся теоремой Четаева. 

Пусть функция V(X) имеет вид V(X)=V(x,y)=x2−y2. Эта функция является положительно определенной в подобласти U1, в которой выполняется неравенство |x|>|y| (см. выше рис.4). Вычислим производную dVdt в силу данной системы и определим ее знак в подобласти U1. dVdt=∂V∂xdxdt+∂V∂ydydt=2x(x3+y)−2y(x+y3)=2x4+2xy−2xy−2y4=2(x4−y4). Видно, что производная dVdt также является положительно определенной в подобласти U1, определяемой соотношением |x|>|y|. Кроме того, функция V(X) равна нулю на границе области U1, включая точку (0,0). Таким образом, выполняются все условия теоремы Четаева. Следовательно, нулевое решение системы неустойчиво. 

Вычислив собственные значения якобиана линеаризованной системы, можно убедиться, что нулевое положение равновесия является седлом: J=⎛⎜⎝∂f1∂x∂f1∂y∂f2∂x∂f2∂y⎞⎟⎠∣∣ ∣ ∣∣x=0y=0=(3x2113y2)∣∣∣x=0y=0=(0110); det(J−λI)=0,⇒∣∣∣−λ11−λ∣∣∣=0,⇒λ2−1=0,⇒λ2=1,⇒λ1,2=±1. 


	

	
	


	


Составим функциональную схему.
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