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ВВЕДЕНИЕ 

 

В методических указаниях затрагиваются вопросы современного разви-

тия теории механики деформируемого твердого тела. Самостоятельная работа 

для студентов, обучающихся по направлению 08.04.01 «Строительство», явля-

ется основой учебной программы. 

В указаниях рассмотрена методика самостоятельной работы студента по 

всему курсу. 

 

1. ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Самостоятельная работа способствует углублению, закреплению и 

обобщению теоретического материала, выявлению способностей студента к 

практическому решению конкретных инженерно-технических задач. 

 
Очная форма обучения 

№ 
п/п 

Виды и формы самостоятельной работы 

1 семестр 
1 Подготовка к практическим (семинарским) занятиям 
2 Выполнение курсовой работы 
3 Подготовка доклада  
4 Подготовка к промежуточной аттестации и ее прохождение 

 
Заочная форма обучения 

№ 
п/п 

Виды и формы самостоятельной работы 

2 семестр 
1 Подготовка к практическим (семинарским) занятиям 
2 Выполнение курсовой работы 
3 Подготовка доклада  
4 Подготовка к промежуточной аттестации и ее прохождение 

 
Целью самостоятельной работы является ознакомление студента с со-

временным состоянием теории механики деформируемого твердого тела. Сту-

дент должен получить общие представления о развитии теории деформирова-

ния строительных материалов и конструкций. 

 



CHAPTER 0

CHAPTER 0ВВЕДЕНИЕ

Целью самостоятельной работы по дисциплине является расшире-
ние представления об основных понятиях механики деформируемого 
тела и элементах математического аппарата, используемых для постро-
ения различных механико-математических моделей.

При самостоятельном изучении материала рекомендуется использо-
вать не только источники информации, материалы из которых приведе-
ны в качестве ориентировочной основы, но и книги, указанные в библи-
ографическом списке.

Как и при подготовке к практическим занятиям, основными вопро-
сами являются следующие:

1. Зачем нужна изучаемая механико-математическая модель?
2. Какие гипотезы механики используются для формирования опре-

деляющих соотношений модели?
3. Какие математические задачи являются характерными для при-

менения определяющих соотношений?
4. Какие результаты даёт решение математических задач, порожда-

емых данной моделью.
Контроль качества выполненной самостоятельной работы осу-

ществляется в ходе тестового контроля на промежуточной аттестации. 
В составе тестовых заданий половина заданий (20) используют поня-
тия, определения, формулы и качественные результаты, которые отно-
сятся к тематике самостоятельной работы. 

Эта часть заданий оценивается в 20 баллов и является существен-
ной для осуществления желания студента получить оценку «отлично» в 
ходе экзамена по дисциплине.



Т Е М А

1
CHAPTER 1ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ

Тематика самостоятельной работы рабочей програм-
мой не предусмотрена.

Т Е М А

2
CHAPTER 2НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ

Тематика самостоятельной работы рабочей програм-
мой не предусмотрена.

Т Е М А

3
CHAPTER 3ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

3.1. Основные понятия и законы термодинамики

См. доп.лит. 
[15, п. 3.1]

Требуется ознакомиться с такими панятиями феноме-
нологической термодинамики как:

• окружающая среда;
• физическая система:

• изолированная;
• замкнутая;
• однородная;
• параметры состояния:

- внешние;
- внутренние;
- уравнения состояния;

• термодинамическое равновесие:
• механическое;
• тепловое:
4



- при адиабатических стенках;
- при диатермических стенках;

• принцип транзитивности:
• термодинамический процесс:

• квазистатический;
• неустановившийся;
• обратимый;
• необратимый;
• теплопроводность;

• функции состояния:
• внутренняя энергия;
• абсолютная температура;
• энтропия;

• законы термодинамики:
• «нулевой»;
• первый;
• второй;

3.2. Закон сохранения энергии для деформированного тела ба-
ланс энтропии, закон теплопроводности Фурье, свободная энер-
гия, термоупругий потенциал Гиббса

См. доп.лит. 
[15, пп. 3.2-3.6]

Закон 
сохранение 

энергии

Ограничения на механико-математическую модель 
линейной теории упругости.

Закон сохранения механической энергии при адиаба-
тическом процессе:

Закон сохранения энергии для произвольного термо-
динамического процесса: 
5



Понятие теплового потока через поверхность:

Локальная форма закона сохранения энергии:

Баланс 
энтропии

Связь энтропии с приращением количества тепла (ба-
ланс энтропии в локальной форме) 

Представление для внутренней энергии с учётом ба-
ланса энтропии: 

Закон Фурье Зависимости, положенные в основу вывода закона те-
плопроводности Фурье: 

Понятие термодинамических сил: 

Связь составляющих теплового потока и термодина-
мическими силами в случае медленного термодинамиче-
ского процесса: 

Закон Фурье для анизотропного упругого тела: 
6



Свободная 
энергия

Свободная энергия как термодинамическая функция: 

Изменение свободной энергии как полный дифферен-
циал: 

Линейное приближение для свободной энергии: 

Определяющие соотношения термоупругости: 

Понятие теплоёмкости при постоянной деформации: 

Функционально представление свободной энергии и 
энтропии при ограничениях на рост начальной темпера-
туры: 

Соотношения для изотермического процесса:

Термодинамический 
потенциал 

Гиббса

Функция состояния – термодинамический потенциал 
Гиббса: 
7



Следствия того, что dG является полным дифферен-
циалом: 

Применение линейного приближения функции 
G ij T   в окрестности естественного состояния:

Связь параметров термомеханического состояния: 

В случае изотермического процесса: 

3.3. Внутренняя энергия, уравнение потока тепла, 
основные уравнения термоупругости

См. доп.лит. 
[15, пп. 3.7-3.9]

Внутренняя 
энергия

Внутренней энергии как функция состояния: 

Результаты разложения функции в окрестности есте-
ственного состояния: 
8



Смысл коэффициентов cijkl
S

 в сравнении с коэффици-

ентами cijkl
T .

Связь внутренней энергии с работой деформаций в 
адиабатическом состоянии: 

Результаты использования линейных приближений 
различных функций состояния: 

Уравнение 
притока тепла

Линеаризованное дифференциальное уравнение при-
тока тепла с источниками тепла мощностью w: 

Граничные условия: 
1. При заданной на поверхности тела температуре 

как функции положения и времени.
2. При заданном на поверхности тела градиенте тем-

пературы как функции положения и времени (тепловой 
поток через поверхность или тепловая изоляция повер-
хности).

3. При свободном теплообмене на поверхности тела.
Начальные условия как функция распределения тем-

пературы в зависимости от положения области на повер-
хности.

Модификация уравнения в случае установившегося 
притока тепла.

Основные 
уравнения 

термоупругости

Уравнения движения как результат использования 
определяющих соотношений.

Уравнения движения в перемещениях: 
9



Уравнение притока тепла как замыкающая подсисте-
ма: 

Граничные и начальные условия для замкнутой систе-
мы уравнений термоупругости в перемещениях и темпе-
ратуре.

Замкнутая система уравнений термоупругости, ис-
пользующая перемещения и энтропию: 

Частные случаи системы уравнений термоупругости:
• для квазистатической задачи;
• для статической задачи;
• для насвязанной задачи.

3.5. Формулы Клайперона и Бетти

См. доп.лит. 
[12, глава 3, п. 6-7]

Формула Клапейрона 

Следствие формулы Клапейрона для линейно-упруго-
го тела 

Формула Бетти 
10



3.6. Случай температурных напряжений

См. доп.лит. 
[15, п. 3.11]

Уравнения, описывающие деформацию и температу-
ру в теле 

Варианты упрощения уравнений:
• в случае несвязанной температурной задачи;
• в случае несвязанной квазистатической задачи;
• в случае несвязанной задачи при установившемся 

тепловом процессе.
См. доп.лит. 

[12, глава 3, п. 9]
Температурные напряжения 

Температурные деформации 

Где почитать ещё
Основная 

литература
[5] Глава 1, пп. 1.1-1.4; Глава 2, пп. 2.1-2.2

Дополнительная 
литература

[2] Глава 2, п. 2.4
[3] Глава 1, пп. 1.16-1.17, п. 1.20
[4] Глава V
[5] 
[6] Глава II, п. 7
[7] Часть II. Глава 7, пп. 7.1-7.3
[8] Часть II. Глава 8, пп. 8.6, 8.10
[9] Глава 8, п. 90-93; глава 13
[10] Глава 2, п. 2.5
[12] Глава III
11



Т Е М А

4
CHAPTER 4ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

И ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

4.2. Общее решение уравнений в перемещениях
(решение Папковича-Нейбера)

См. доп.лит. 
[12, глава 4, п.5]

Уравнения упругого равновесия в перемещениях 

При отсутствии массовых сил: 

Необходимость граничных условий для определения 
компонентов вектора перемещений.

Идея представления решения П.Ф. Папковичем: 

Понятие о гармонической функции как решении 
уравнения Лапласа.

Уравнение для функции   

Свойство бигармоничности скалярной функции  .
Представление общего решения уравнения для  : 

Общее решение уравнения в перемещениях в отсутст-
вии массовых сил в упругом изотропном теле: 

Роль функции 0 .
12



Представление компонентов тензора напряжений че-
рез гармонические функции k .

4.3. Принцип виртуальных работ, теорема
о минимуме потенциальной энергии (уравнение Лагранжа)

См. доп.лит. 
[12, глава 5, п.5]

Принцип возможных перемещений для состояния 
равновесия. Понятие о возможных перемещениях.

Вариационные уравнение Лагранжа 

Понятие потенциальной энергии в случае консерва-
тивных внешних сил: 

Доказательство минимальности потенциальной энер-
гии в случае равновесия системы (  0= ):

Получение уравнение равновесия в перемещениях и 
соответствующих им граничных условий на основе вари-
ации потенциальной энергии.

4.4. Принцип минимума дополнительной работы
(принцип Кастильяно), вариационная теорема Рейснера

Принцип 
Кастильяно 

См. доп.лит. 
[12, глава 5, пп.6]

Варьирование напряжений в дефофрмированном те-
ле, находящемся в равновесии.

Вариация дополнительной работы деформации: 
13



Доказательство существенной положительности вто-
рой вариации дополнительной работы и её второго поряд-
ка малости по сравнению с ij : 

Принцип минимума дополнительной работы: 

Вариационная 
теорема Рейснера 

См. доп.лит. 
[12, глава 5, пп.7]

Гипотеза, лежащая в основе принципа Рейстнера: 

Функционал Рейснера: 

Условия стационарности функционала Рейснера 
( J 0= ): 

4.5. Единственность решения дифференциальных уравнений
теории упругости, теорема Клапейрона, теорема Бетти

Теорема 
Клапейрона 
См. доп.лит. 

[12, глава 5, пп.1]

Гипотезы, на которых базируется доказательство тео-
ремы Клапейрона соотношении работы деформации и 
внешних сил.
14



Работа внешних сил 

Следствие формулы Грина и уравнений равновесия: 

Формулировка теоремы Клапейрона в виде: 

Единственность 
решения 

См. доп.лит. 
[12, глава 5, пп.2]

Гипотезы, на которых базируется доказательство тео-
ремы Кирхгофа о единственности решения.

Роль теоремы Клапейрона в построении доказатель-
ства. 

Анализ опорного результата в доказательстве: 

Связь единственности решения и существования ре-
шения всех типов задач теории упругости.

Теорема 
Бетти 

См. доп.лит. 
[12, глава 5, пп.3]

Понятие о двух состояниях линейно-упругого тела.
Работа массовых и поверхностных сил одного состоя-

ния на перемещениях второго состояния 

Роль формулы Бетти в доказательстве теоремы о ра-
венстве работ А21 и А12.

Использование теоремы Бетти в форме: 
15



1. Вычисление изменения объёма тела произвольной 
формы.

2. Вычисление изменения длины призматического 
бруса с произвольным контуром поперечного сечения.

4.6. Уравнения теории упругости в ортогональных
криволинейных системах координат

Полярные 
цилиндрические 

координаты 
См. доп.лит. 

[12, глава 6, п.3]

Рис. 4.1. Полярные цилиндрические координаты

Связь между декартовыми и криволинейными коор-
динатами: 

1. Соотношения между ковариантными и физически-
ми компонентами вектора перемещения 

2. Соотношения между ковариантными и физически-
ми компонентами тензора деформации 



16



3. Дифференциальные зависимости Коши 

4. Объемная деформация 

5. Компоненты тензора малого поворота и вектора 
поворота 

6. Уравнения совместности деформаций 

(одно из шести, соответствует использованию rr  и  ).
7. Уравнения равновесия 
17



8. Уравнения равновесия в перемещениях 

Здесь использован оператор 

9. Уравнения Бельтрами-Митчела 
18



Сферические 
координаты 
См. доп.лит. 

[12, глава 6, п.4] 

Рис. 4.2. Сферическая система координат

Связь между декартовыми и криволинейными коор-
динатами: 

1. Соотношения между ковариантными и физически-
ми компонентами вектора перемещения 

2. Соотношения между ковариантными и физически-
ми компонентами тензора деформации 

3. Дифференциальные зависимости Коши 
19



4. Объемная деформация 

5. Компоненты тензора малого поворота и вектора по-
ворота 

6. Уравнения совместности деформаций (слишком 
громоздкий вид).

7. Уравнения равновесия 
20



8. Уравнения равновесия в перемещениях используют 
оператор Лапласа в виде: 

8. Уравнения Бельтрами-Митчела (имеют достаточно 
громоздкий вид).

Обратите 
внимание! 

Все приведенные соотношения являются реализацией 
общих формул, которые могут быть выведены с исполь-
зованием тензорного исчисления в криволинейной систе-
ме координат общего вида. 

Где почитать ещё
Основная 

литература
[5] Глава 2-3

Дополнительная 
литература

[2] Глава 3, п. 3.3
[3] Глава 1, п. 1.15; глава 3
[4] 
[5] Глава IX
[6] Глава VIII, п. 4-5
[7] 
[8] Часть II. Глава 8, пп. 8.1-8.5, пп.8.7-8.10
[9] Глава 8, пп. 93-94
[10] Глава 4
[12] Глава V, пп. 1-9; глава VI
21



Т Е М А

5
CHAPTER 5ПЛОСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

5.1. Плоское напряженное состояние,
обобщенное плоское напряженное состояние

См. доп.лит. 
[12, глава 9, п. 3]

Определение плоского напряжённого состояния: 

Зависимость 

от координаты x3.
Уравнения закона Гука при плоском напряжённом со-

стоянии 

Коэффициенты в соотношениях закона Гука, по фор-
ме совпадающими со случаем плоской деформации 

Особенности плоского напряжённого состояния в 
случае малого размера тела в направлении оси x3.

См. доп.лит. 
[12, глава 9, п. 4]

Основания для осреднения напряжений плоского на-
пряжённого состояния (обобщённое плоское напряжен-
ное состояние).
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Рис. 5.1. К понятию плоского 
обобщённого напряжённого состояния

Роль массовых сил в получении результата в виде: 

Особенности решения задачи о плоском обобщённом 
напряжённом состоянии в случае граничных условиях в 
перемещениях (использование уравнений равновесия Ла-
ме).

Математическая идентичность задач о плоской де-
формации и обобщённом плоском напряжённом состоя-
нии. Плоская задача теории упругости.

5.2. Задача о штампе и силе, действующей на полуплоскость, 
задача о полом цилиндре (задача Ламе), задача о клине, 
задача Кирша

Задача Ламе 
См. доп.лит. 

[5, п.4,12]

Понятие об осесимметричном поле напряжений в ци-
линдрических координатах.

Постановка задачи Ламе.
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Рис. 5.2. К постановке задачи Ламе

Постановка задачи в перемещениях (причина «обну-
ления» тангенциального перемещения): 

Граничные условия: 

Общее решение 

Определение постоянных. 

Рис. 5.3. Распределение напряжений
в частных случаях
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Проблема неединственности решения задачи о на-
гружении бесконечной полой трубы в напряжениях.

Задача о силе, 
действующей 

на полуплоскость 
См. доп.лит. 

[5, п. 4.13, стр. 116]

Понятие упругой полуплоскости.

а б

в

Рис. 5.4. К понятию упругой полуплоскости

Вид плоской задачи. Её отличие от задачи Рис. 5.5.

Рис. 5.5. Задача о нагружении полупространства

Обоснование использования уравнения совместно-
сти деформаций в виде функции 

Обоснования решения в декартовых координатах: 
25



Графическое представление решения: 

Рис. 5.6. Распределение напряжений
в двух плоскостях

Использование формул решения в качестве функций 
влияния для произвольной нагрузки: 

Рис. 5.7. Участок 
неравномерно распределённой нагрузки

Задача о клине 
См. доп.лит. 

[5, п.4.13, стр. 120]

Задача о клине как обобщение задачи о действии сос-
редоточенной силы на упругую полуплоскость.

Использование данных Рис. 5.4.б для определения по-
стоянной К функции .

Получение решения для случая, когда сосредоточен-
ная сила параллельна оси x.
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Рис. 5.8. Распределение напряжений
в задачах о клине

Задача Кирша 
См. доп.лит. 

[5, п.4.13, стр.121]

Растяжение пластины с круглым отверстием.
Гипотеза о размере отверстия. Её эффективность.

Рис. 5.9. Данные и решение задачи Кирша

Использование формул 

для определения напряжений на границе кольца (пунктир 
на Рис. 5.9.).
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Гипотеза о виде функции напряжений 

Вывод уравнения для функции напряжений: 

Общее решение и определение его постоянных.

Рис. 5.10. Распределение 
тангенциальных напряжений в частных случаях

Задача о штампе 
См. доп.лит. 

[15, п. 6.7] с с

Рис. 5.11. Действие силы
на упругое полупространство

посредством абсолютно жёсткого штама
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Система гипотез, позволяющая сформировать сме-
шанную систему граничных условий: 

Использование принципа наложения воздействий для 
определения напряжений и перемещений.

Способ получения формул напряжений: 

Решение Садовского для распределения напряжения 

Анализ решения. 

Где почитать ещё
Основная 

литература
[5] Глава 4

Дополнительная 
литература

[2] 
[3] Глава 4
[4] 
[5] Глава IX, п. 4; глава XI, п. 1
[6] 
[7] 
[8] Часть II. Глава 10
[9] Глава 13, пп. 159-164
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[10] Глава 5
[12] Глава IX, пп. 1-10, п. 20 

Т Е М А

6
CHAPTER 6ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ, 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ДЕФОРМАЦИОННОЙ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ

6.1. Общие понятия

См. осн.лит. 
[5, п. 10.1]

Нелинейно-упругие и упругопластические материа-
лы: 

Рис. 6.1. Диаграммы испытаний материалов

Влияние предистории напряжённо-деформированно-
го состояния

Решение задачи упругопластического деформирова-
ния в случае одноосного напряжённого состояния.

Понятие условия пластичности и гипотезы, использу-
емые при его формировании.

Зависимость условия появления пластических дефор-
маций от выбора координатной системы и общая форма 
условия пластичности.

Возможность использования различных систем инва-
риантов тензора напряжений в качестве аргументов фун-
кции, описывающей условие пластичности.
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6.2. Основные уравнения теории малых упруго-пластических
деформаций для плоского напряженного состояния

См. осн.лит. 
[5, п. 10.12]

Плоское напряжённое состояние. Условие пластич-
ности Мизеса для плоского напряжённого состояния в 
главных напряжениях: 

Условие пластичности Сен-Венана и варианты его 
представления для различных сочетаний знаков главных 
напряжений: 

Максимальное расхождение между условиями Мизе-
са и Сен-Венана.

Плоское деформированное состояние. Гипотеза о 
несжимаемости материала. Общая формула условия теку-
сти Мизеса и Сен-Венана: 
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Значения коэффициента k для каждого из условий 

(T 3;  T 2  ).

Условия замкнутости системы уравнений упругопла-
стической плоской задачи .

Где почитать ещё
Основная 

литература
[5] Глава 10

Дополнительная 
литература

[2] Глава 3, пп. 3.3-3.4
[3] 
[4] 
[5] Глава X
[6] 
[7] Глава 7, п. 7.6
[8] Часть II. Главы 15-18
[9] Глава 13, пп. 159-164
[10] Главы 7, 9
[11] Глава IV

Т Е М А

7
CHAPTER 7ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 

И ВЯЗКОУПРУГОСТИ

7.1. Механические модели вязкоупругих тел: модель Ньютона; 
модель Максвелла; модель Фойгта; модель Кельвина

См. доп.лит. 
[11, п. 99]

Рис. 7.1. Механические элементы
простейших моделей вязкоупругости
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Свойства элементов: uy k1P
duy

dt
----; k2P= = .

Модель Ньютона Модель вязкого тела по Ньютону:

Модель Максвелла Модель вязкоупругого тела Максвелла:

Модель Фойгта Модель вязкоупругого тела Фойгта: 

Модель Кельвина Модель вязкоупругого тела Кельвина: 

Решения уравнений вязкоупругости для частных слу-
чаев»

• быстрого нагружения;
• медленного нагружения;
• постоянной деформации.
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Более сложные варианты механических моделей вяз-
коупругих тел:

• другие сочетания трех элементов;
• четырёхэлементные модели.
Недостатки многокомпонентых моделей.

Где почитать ещё
Основная 

литература
[5] Глава 11

Дополнительная 
литература

[2] 
[3] 
[4] 
[5] 
[6] 
[7] Глава 7, п. 7.6
[8] Часть II. Глава 18
[9] 
[10] Глава 9
[11] Главы XI-XII, XVI
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