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ТЕМЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО ИЗУЧЕНИЯ
1. Задачи и методы теории упругости.

1.1. Задачи и содержание курса ([4], с. 9-10, [6], с. 3-4)

1.2. История развития теории упругости ([4], с. 10-14, [6], с. 4-7)

1.3. Разновидности теорий упругости ([6], с. 3-4)

1.4. Основные гипотезы классической теории упругости ([4], с. 15-18, [6], с. 8-9)

1.5. Принципы классической теории упругости ([6], с. 9-10)

2. Теория напряжений

2.1. Внешние в внутренние силы ([6], с. 10-11)

2.2. Напряжения ([6], с. 11-12)

2.3. Дифференциальные уравнения равновесия. Закон парности касательных напряжений ([4], с. 22-23, [6], с. 13-18)

2.4. Напряжения на наклонных площадках ([4], с. 23-24, [6], с. 18-19)

2.5. Главные напряжения. Инварианты напряженного состояния      ([4], с. 24-29, [6], с. 20-23)

2.6. Тензор напряжений. Интенсивность напряжений. Наибольшее касательное напряжение ([4], с. 18-21).

3. Теория деформаций

3.1. Составляющие перемещения и деформации ([6], с. 24-25)

3.2. Формулы Коши ([4], с. 37-39, [6], с. 25-29)

3.3. Уравнения сплошности ([6], с. 29-31)

3.4. Тензор деформаций  ([4], с. 32-37)

4. Закон Гука.

4.1. Выражение деформаций через напряжения ([4], с. 40, 41-43, [6],     с. 32-35)

4.2. Закон Гука в обратной форме ([6], с. 35-37)

4.3. Работа упругих сил ([6], с. 37-39)

4.4. Потенциальная энергия деформации ([4], с. 47-50, [6], с. 40)

5. Методы решения задач теории упругости.

5.1. Основные уравнения теории упругости ([6], с. 41-43)

5.2. Решение задачи теории упругости в премещениях ([4], с. 55-58, [6], с. 43-45) 

5.3. Решение задачи теории упругости в напряжениях при постоянстве объемных сил. Уравнение Бельтрами-Митчела ([4], с. 58-60, [6], с. 45-47)

5.4. Типы граничных условий ([6], с. 49)

5.5. Теорема о единственности решения ([6], с. 47-48)

ЗАДАНИЯ ДЛЯ КУРСОВОЙ РАБОТЫ
Тема: Исследование напряженно-деформированного состояния тела в точке. 

Провести исследование напряжённо-деформированного состояния окрестности точки М, приняв в качестве исходных данных координатные напряжения в этой точке: 
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 по таблице.

Материал конструкции считать упругим и изотропным, с модулем упругости 
[image: image7.wmf]4
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 и коэффициентом Пуассона 
[image: image8.wmf]3

,
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. С заданной точкой М элемента конструкции связана декартовая система координат x, y, z. 

Исследование напряжённо-деформированного состояния окрестности точки М выполнить в следующей последовательности.

1) Изобразить в аксонометрии единичный элемент, выделенный в окрестности точки М координатными сечениями, и показать напряжения, действующие на гранях этого элемента.

2) Записать тензор напряжений в этой точке в осях  x, y, z.

3) Определить алгебраические инварианты тензора напряжений 
[image: image9.wmf]1
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4) Записать алгебраические уравнения для определения главных напряжений и главных осей тензора напряжений. Вычислить главные напряжения 
[image: image12.wmf]1
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, 
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.
5) Вычислить направляющие косинусы главных осей напряжений I, II, III и изобразить в пространстве x, y, z оси главных напряжений I, II, III.

6) Записать тензор напряжений в точке М в главных осях I, II, III. Определить алгебраические инварианты этого тензора 
[image: image15.wmf])
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. Проверить правильность вычисления главных напряжений, сравнив величины алгебраических инвариантов 
[image: image18.wmf])
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 с величинами 
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7) Определить нормальное 
[image: image24.wmf]окт
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 и касательное 
[image: image25.wmf]окт
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 октаэдрические напряжения. В пространстве главных осей I, II, III изобразить одну из октадрических площадок и показать нормальное и касательное напряжения, действующие на этой площадке.

8) Определить величину наибольшего касательного напряжения 
[image: image26.wmf]max

t

. В пространстве главных осей I, II, III изобразить площадку, на которой действует наибольшее касательное напряжение и показать это напряжение.

9) Воспользовавшись соотношениями обобщённого закона Гука, определить величины главных деформаций 
[image: image27.wmf]1
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10) Вычислить относительное изменение объёма 
[image: image30.wmf]D

.

11) Определить удельную потенциальную энергию упругой деформации окрестности точки М:

- энергию изменения объёма 
[image: image31.wmf]V

W

,

- энергию формоизменения 
[image: image32.wmf]Ф

W

,

- полную удельную энергию 
[image: image33.wmf]W

.

Числовые данные принимаются по табл. 1.

Таблица 
Числовые данные к контрольно-курсовой работе
	Номер

варианта
	Величины напряжений, МПа
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	1
	-22
	56
	-71
	0
	0
	-30
	0,50

	2
	52
	-12
	30
	0
	23
	0
	0,46

	3
	-100
	28
	-64
	-33
	0
	0
	0,43

	4
	80
	-46
	57
	0
	0
	15
	0,40

	5
	-32
	78
	-67
	0
	-40
	0
	0,37

	6
	60
	-66
	19
	50
	0
	0
	0,33

	7
	-90
	30
	-47
	0
	0
	-28
	0,30

	8
	70
	-22
	82
	0
	54
	0
	0,27

	9
	-42
	48
	-51
	-15
	0
	0
	0,23

	10
	74
	-38
	32
	0
	0
	42
	0,20


ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ
С заданной точкой М материала связана система декартовых координат  x, y, z. 
Экспериментально определены координатные напряжения в этой точке:
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Материал детали считается упругим и изотропным с модулем упругости 
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. Отношение предельных напряжений при растяжении и сжатии K=
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= 0,5. Провести исследование напряжённо-деформированного состояния окрестности точки М конструкции.

Решение.

1. Изображаем единичный элемент, выделенный в окрестности точки М координатными сечениями и показываем напряжения, действующие на гранях этого элемента (рис. 1).
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Рис. 1. Заданное напряжённое состояние

2. Записываем тензор напряжений, связанный с заданной точкой в осях  x, y, z.
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3. Определяем алгебраические инварианты тензора напряжений

[image: image48.wmf]МПа

I

z

y

x

70

30

40

80

1

=

+

-

=

+

+

=

s

s

s

;


[image: image49.wmf]=

-

-

-

+

+

=

2

2

2

2

zx

yz

xy

x

z

z

y

y

x

I

t

t

t

s

s

s

s

s

s



[image: image50.wmf]2

2

2400

20

30

80

30

40

40

80

МПа

-

=

-

×

+

×

-

×

-

=

;


[image: image51.wmf]=

-

-

-

+

=

=

2

2

2

3

2

xy

z

zx

y

yz

x

zx

yz

xy

z

y

x

z

zy

zx

yz

y

yx

xz

xy

x

I

t

s

t

s

t

s

t

t

t

s

s

s

s

t

t

t

s

t

t

t

s



[image: image52.wmf]3

3

2

10

108

20

30

30

40

80

МПа

×

-

=

×

-

×

×

-

=

.

4. Определяем главные напряжения и главные оси напряжений.

 Для этого записываем систему алгебраических уравнений относительно главных напряжений 
[image: image53.wmf]S

 и направляющих косинусов 
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 главных направлений.
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которую дополняем условием
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С учётом заданных величин компонентов тензора напряжений, отличных от нуля, приведём эту систему к виду 
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Так как 
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, заключаем, что ось z является одной из трёх главных осей напряжений, а напряжение 
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 – главным напряжением. Направляющие косинусы его направления, т.е. главной оси z 


[image: image67.wmf].

1

;

0

;

0

=

=

=

n

m

l


Главные оси напряжений взаимно перпендикулярны, поэтому следующие две главные оси напряжений располагаются в плоскости  x, y.

Для этих направлений
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С учётом 
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 систему разрешающих алгебраических уравнений (3) и (4) перепишем в виде
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Определитель, составленный из коэффициентов при 
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 в системе (5), приравниваем нулю
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и приводим к квадратному уравнению
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решая которое, получим величины двух других главных напряжений
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5. Определяем направления главных напряжений
Подставим 
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 в первое уравнение системы (5) и, решая его совместно с уравнением (6), запишем
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В результате получим  
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Аналогично, подставляя 
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 во второе уравнение системы (5) и, решая его совместно с уравнением (6), будем иметь  
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Выписываем найденные величины главных напряжений и соответствующие им направляюще косинусы главных напряжений. При этом для нумерации главных напряжение пользуемся принятым условием 
[image: image84.wmf]3

2

1

s

s

s

³

³

.


[image: image85.wmf]МПа

25

,

83

1

=

s

;


[image: image86.wmf]987

,

0

1

=

l

;


[image: image87.wmf]16

,

0

1

-

=

m

;
 
[image: image88.wmf]0

1

=

n



[image: image89.wmf]МПа

30

2

=

s

;


[image: image90.wmf]0

2

=

l

;


[image: image91.wmf]0

2

=

m

;

 
[image: image92.wmf]1

2

=

n



[image: image93.wmf]МПа

25

,

43

3

-

=

s

;


[image: image94.wmf]16

,

0

3

=

l

;


[image: image95.wmf]987

,

0

3

=

m

;
 
[image: image96.wmf]0

3

=

n

.

В пространстве x, y, z по направляющим косинусам строим главные оси напряжений I, II, III (рис. 2). Изобразим на рис. 2 элемент, выделенный главными площадками (главные оси повернуты).

6. Записываем тензор напряжений в точке М в главных осях I, II, III и определяем алгебраические инварианты этого тензора.

Тензор напряжений имеет вид
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Рис. 2. Главные оси и элемент с главными площадками

Инварианты находятся по формулам
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Сравнивая величины алгебраических инвариантов 
[image: image102.wmf])
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 соответственно, отмечаем их тождественность и, следовательно, достоверность величин главных напряжений.

7. Определяем величины нормального и касательного напряжений, действующих на октаэдрических площадках.

Воспользовавшись формулами (2.11) предыдущего раздела, запишем
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В пространстве главных направлений I, II, III изображаем одну из октаэдрических площадок (рис. 3) и показываем напряжения, действующие на этой площадке (для октаэдрической площадки 
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Рис. 3. Октаэдрические напряжения на площадке

8. Вычисляем наибольшее касательное напряжение

Запишем
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Напряжение 
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 действует на площадке, параллельной главному направлению II и равнонаклонной к главным направлениям I и III.

Изображаем площадку, на которой действует напряжение 
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 и показываем это напряжение (рис. 4).
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Рис. 4. Площадка с наибольшим касательным напряжением

9. Определяем величины главных деформаций окрестности точки М. 

Считая материал линейно-упругим, воспользуемся соотношениями обобщённого закона Гука (п. 1.10):
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10. Определяем относительное изменение объёма окрестности точки М.

Относительное изменение объёма определяется по формуле  
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11. Вычисляем удельную потенциальную энергию упругой деформации

окрестности точки М:

Удельная потенциальная энергия изменения объёма определяется из выражения
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Удельная потенциальная энергия формоизменения находится по формуле
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Полная удельная потенциальная энергия вычисляется следующим образом
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 КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Объясните назначение индексов в обозначениях нормальных и касательных напряжений.

2. Сформулируйте закон парности касательных напряжений. 

3. Сформулируйте понятие «тензор напряжений».

4. Каким образом вычисляются главные напряжения тела в точке?

5. Каким образом вычисляются инварианты напряжённого состояния тела в точке?

6. Как строится круговая диаграмма напряжённого состояния Мора? 

7. Каким образом вычисляется экстремальные касательные напряжения?

8. Укажите направления экстремальных касательных напряжений, если известны направления главных напряжений в точке.

9. Какие ограничение накладываются на величину коэффициента Пуассона?

10. Каким образом вычисляется объёмная деформация?

11. Каким образом вычисляются потенциальная энергия упругой деформации?

12. Каким образом вычисляется энергия формоизменения?

13. Как записывается тензор напряжений?

14. Сформулируйте понятие «объёмная деформация».

15. Сформулируйте обобщённый закон Гука.

16. Сформулируйте понятие «тензор деформаций»

17. Сформулируйте понятие «линейное напряжённое состояние».

18. Сформулируйте понятие «октаэдрическая площадка».

19. Сформулируйте понятие «октаэдрическое напряжение».
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